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 سریزه

 

 ګرنو هيوادوالو!

ما په   کلونو کې د نصاب لهپاره دا د دولسم ټولګي د پښتو او درې کتابونه ليکلي وو، خو 

کې دا کتابونه د پوهنې وزارت له خوا چاپ نه شو او په ډېره خواشينۍ سره په هغه وخت 

باید ووایم، چې په ځای یې کتابونه چاپ کړل، خو ناسم، چې نه یې ژبه سمه وه او نه یې 

 شميرپوهنيزه خوندویونه.

دا زما له خوا ليکل شوې کتابونه د معيار ) د نړۍ د معيار( سره سم ليکل شوي او د لته 

 رانو زده کوونکو ته وړاندې کوم، هيله ده، چې ګټه به ترې واخلي.یې ګ

د نصاب له پاره د چاپ شوي کتاب د بوې برخې ناسمون به د کتاب په اخر کې ځای په 

 ځای کړم.

ما څو واره د افغانستان د پهنې وزارت څخه هيله کړې، چې اجازه راکړي، تول د 

اندې او د سرهسم وليم، خو د کتابونو د ښوونځي کتابونه ، چې ما ليکلي، دوی ته وړ

 ناسمون مسئوليت او یا هيڅ څوک د څه مسئوليت په غاړه نه لري.

زه دا ټول د ښوونځي کتابونه ګرانو لوستونکو ته وړاندې کوم، خو ځنو کتابونو کې به 

داسې راغلي وي، چې زما د ناتوانۍ له امله به مې د یوه کتاب ځنې برخې بل کتاب کې 

ځای کړې وي، چې له دې امله د ګرانو لوستونکو څخه هيله، چې د هر څه له مخه  ځای په

 دې، د کتاب سریزه وګوري.

 ليکلي، هم مل دي. ما چې ليکنې جمهورریس او د پوهنې وزارت ته

 ګرانو هيوادوالو!

ماته به بخښنه کړۍ، زه له دې نور زیات زور نه لرم، چې ښه سریزه او نور اړین څه 

زما ليکنې نورې همداسې ومنۍ، چې څنګه درته وړاندې کيږي. په ليکنو کې به  وليکم. دا

 زما د ليکنيزو ناسمونو نور ناسمونونه نه وي. هيله ده، چې ګټه به ترې پورته کړي.
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 (”The Limit")   لیمیټ یا حد

    

 ر یم : ما ترادف زیل اعداد را دا 

                 

1 1 1 1
( ) , , ,...,

2 3 4

3 4 1
( ) , ,...,

2 3

( ) 2, 4,6,..., 2

I
n

n
II

n

III n


 

( به طرف یک ۲( به طرف صفر، )۱به لایتناهي تقرب کند، ازترادف هاي بالا )  nاګر 

 (  به طرف لایتناهي میرود۱و )

 

حد میباشد،  که ازان عبور کردن اجازه نه دارد.  در روم )لاتین(  Limit  لیمیت معنى 

ف مشاهده بود.  در ریاضیات، طورى کي در تراد  Limitقدیم  نام  قلعه یک شهر هم 

 نمودیم ، لیمیت به معني حد میباشد. 

مفهوم استعمال حد درین نهفته است،  که  سلوک یا عمل تابع طورى مطالعه شود مثل که 

(  به یک حد )نقطه( نزدېک شود.  (abscissa) محور یعنې -x) به  تابع به محور  افقي

 ورافقي به یک حد میرود.طورى که  در مثالهاى ورودي بالا دیدیم که ترادفها بالاى مح

 خواهیم دید که حد در ریاضیات براى این استعمال میشود که مشتق را بشناسیم. 

 فعالیت : 
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حد                                                                                                            ۲     

----------------------------------------------------------------------------------   

 ایا شما در زندگي روزمره  به کلمه حد اشنایي دارید؟-

ایا شما در زندگي روزمره یک مثال اورده میتوانید که به یک حد از هر دو طرف ،  - 

از طرف راست به طرف چپ  و همین طور از طرف چپ به طرف راست نزدیک 

ترمزحد بین افغانستان و تاجکستان ازهردو طرف حد  بین حیرتان و مرزایا  -میشوید؟   

 هست یا نه؟  

 ایا این حد میباشد در یک جاي معین و یا چه طور؟ - 

 از فعالیتهاي  بالا نتیجه زیر بدست مي اید:

،،مثالهاي حد،، که در بالا اورده شد در یک جاي معین حد توابع یا مثالهاي عملي 

 حد مینامیم.لیمت یا هم  در ریاضیات در یک جاي معین انرا میباشد، که ما 

 مثال زیر را مي اوریم:  شروع براي روشن ساختن ما 

متهاي یق P0در نقطه که  ده شده باشد،دا   P0و یک نقطه   f(x)=2xیک تابع :  ۱مثال

 باشد، پس :  3,6) (    وضعیه ان

 (   جدول تابع را بنویسید ۱

 یا شکل تابع را رسم کنید. گراف تابع       )۲

۱  )f(3)     را پیداکنید و به حرکتf(x)  بحث کنید، وقتیکهx  نزدیک   3 به قیمت

 میشود.

 به لیمت  را در شکل روشن کنید.   f(x)(   تقارب تابع  ۰

 :حل مثال  

 ( امده( ۱) در ( جدول  تابع  ۱
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                      ۱                                           حد                                                

----------------------------------------------------------------------------------    

 (  شکل تابع   ۲

۱ )   f (3) = 6   سه از که  و میخواهیم

  3قیمتها که از طرف راست و چپ به  

که  دراین سه  ،نیمببی ،نزدیک میشود

  جاي قیمتها به کجا میرود.

  جدول عمود:  دوجدول مطالع میکنیم:براي این قیمتهاي پایئن را در 

kx ( )kf x kx ( )kf x 

2,98 

2,99 

2,999 

5,96 

5,98 

5,998 

3,001 

3,01 

3,02 

6,002 

6,02 

6,04 

نزدیک میشویم   6از بالا به پاین از طرف چپ به  fاز جدول بالا میبینیم، که به قیمتهای 

 نزدیک میشویم. 6و به همین طور از طرف راست از پاین به بالا به قیمت 

 :میاوریمجدول افقي 

 از راست به طرف چپ         از چپ به طرف راست          

                          3   

                          

 

 

                         
6     

x 2.98 2.99 2.999  3.001 3.01 3.02 

f(x) 5.96 5.98 5.998  6,002 6.02 6.04 
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                                                                 حد                                            ۰    

------------------------------------------------------------------------------------ 

نزدیک "3" به  xمقایسه میشود، وقت که   f(x)متهاي یبه ق  f(3)در سه قدم که قیمت

  میشود.

میشود  6برابر به   f(x)نزدېک شود، پس  لیمیټ  3به  x : اگر این حالت نشان میدهد که

و به اینطور مینویسیم:  
3

lim ( ) 6
x

f x


 

 –( حالا گراف را قرار زیر رسم میکنیم و به طرف راست و چپ نقاط مطلوبه را  ۰ 

 نشاني میکنیم.   -مثل که در جدول بالا  

 ,P1, P2, P3نقاط  روبرواز روي شکل 

   P0در نظر میگیریم، که به نقطه    ...

همیشه از طرف چپ نزدیک میشود. و 

که   ... ,Q1, Q2, Q3به همین طور نقاط

نزدیک   P0ازطرف راست به نقطه 

 میشود.

 

نزدیک میشود، به همان اندازه   P0دیده میشود:  به هر اندازه ، که نقاط بالا  به نقطه    

 (   P(3,6)0میشود) از بابت قیمت نقطه نزدیک    6قیمتهاي تابع   به 

 

 نزدیک میشود.  6مت ی،  پس قیمت تابع به  قدنزدیک شو x=3  جای به xاگر در گراف 

3xمیباشد. براي   f(x)لیمیټ تابع   ۱میگویم:      :اینطورخوانده مي شود ( x  به

 میرود(.و مینویسیم:  3طرف
x 3

f(x)   6lim


  

 از فعالیتها و مثال هاي بالا این تعریف را به دست میاوریم: 

 cبه طرف یک عدد حقيقيمتصل  xاګر    x برای دارد ،   Lیک حد  f(x) تعریف : تابع 

ور مينویسيم:  این طبرود  و  به   
x

f(x)  Llim
c

    

 .  x->cرای است، ب Lبرابر به  f(x)خواندن: لیمیت  

(c) ketabton.com: The Digital Library



 
 سرليک 10 

                    ۰حد                                                                                             

------------------------------------------------------------------------------------ 

 ا به این سادګي بدست اورده نمیتوانیم.در بعض توابع، مثل که پیش دیدیم،  ،، حد،، ر

 یک مثال را مي اوریم که دران سوالهاي زیر حل شده باشد. 

 ایا یک تابع،  درجاي که تعریف نه باشد، میتواند حد را داشته باشد؟   -

 اگر این کار شدني باشد چه طور صورت گرفته میتواند؟  -

 میکنیم: برای روشن ساختن این سوال ما مثال زیر را مطالع

 :   ۲مثال 

تابع    
² 1

( ) ; 1
1

x
f x x

x


 


 داده شده  است.   

 گراف تابع را بکشید.  (  جدول و ۱

   x  نزدیک میشود       ۱از راست پهx  نزدیک میشود ۱از چپ به 

                                                            1 

 

 

                                                          2 
 

 xزیر بحث بگیرید اگر  f(x)حرکت تابع 

1xیعنینزدیک شود   1به  . 

از هر دویعني ازګراف و از جدول ما 

  2به طرف عدد حقیقي  f(x)مینویسیم که 

 میرود.
x 1

f(x)  2lim


     

  شکل

x 0.98 0.99 0.999  1.001 1.01 1.02 

f(x) 1.98 1.99 1.999  2.001 2.01 2.02 

(c) ketabton.com: The Digital Library



 

 11 سرليک

حد                                                                                                          ۱       

------------------------------------------------------------------------------------   

تعریف نه دارد، که دران نقطه حد شمرده  قطه فوق میتوان گفت که تابع  در نشکل از  

 شده.

:   اگر یک تابع که در صورت و مخرج براي قیمتهاي مربوطه صفر داشته حل حسابي

پس برای  -طور  که در مثال ما دیده میشود –و این جای صفر از بین برده میشود باشد 

 یافتن لیمت یا حد قرار ذیل به پیش میرویم:

21lim
)1(

)1)(1(
lim

1

1
lim

11

2

1












x

x

xx

x

x

xxx
 

این قسم  تابع  در جاي صفر خالیگاه،، دارد ) یعني درین جا تعریف  و میګویم که

 نیست(.

فعالیت:                                                             

 تخته رو برو طرف راست سرک داریم:

 بگویئد  که این تخته چي مفهوم را دارد؟  - 

به همین به همین ترتیب طرف چپ سرک هم 

قسم یک تخته موچود است این هم به همین 

 مفهوم..  

 

 

               این سوال ما را به روشن ساختن زیر رهنمایي میکند.

,0x:   تابع   ۱مثال
x

x
f(x)    .را داده شده 

 ر ببرید: را به کا ""(   تابع   نوشته کنید ، بدون اینکه نشانه یاسمبول  1

 ( گراف  تابع را رسم کنيد. 2

 نزدیک میشود. 1از طرف راست به  xرا پیداکنید، که دران   f(x)( قیمت  3
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                   ۲حد                                                                                              

------------------------------------------------------------------------------------   

 نزدیک شود                                           1-از طرف چپ به  xرا دریابید، اگر   f(x) (  قیمت 4

 چند حد دارد.  f(x)( نشان دهید، که تابع فوق 5

ر قرا  ""(  تابع  بدون سمبول ۱  ثبوت :

 اتي نوشته میشود: 

           
1; 0

( )
1; 0

x
f x

x


 

 

 

      رو برو ( گراف تابع را رسم مینمایم : 2 

 

 نزدیک شود، لیمیټ زیل را به ما میدهد 1از طرف راست به   xاگر   f(x)( قیمت  3

                        
x 1

( ) 1limf x


  

 نزدیک شود، قرار زیر میباشد.  1-از طرف چپ به   x، اگر  f(x) (  لیمیت 4

                          
x 1

( ) 1limf x


    

نزدیک شود ، دو لیمیت دارد،   1-و 1به  دو قیمت   x(  مشاهده میشود، که اگر   5

یعني
x 1

( ) 1limf x


   پس ازین قرار  ،f(x)   .لیمیت نه دارد 

 نتیجه از مثال بالاله: 

1xدر مثال بالا براي       1تابع لیمیت راست دارد و برايx  .لیمیت چپ دارد 

 براي این میتوان گراف رسم شده در بالا  هم دیده شود.
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حد                                                                                                           ۱      

------------------------------------------------------------------------------------   

:  تابع   ۰مثال
1

( )f x
x

  را داریم ، که

0X    .میباشد 

تابع   
1

( )f x
x

  برايx=0   قيمت نه

تعریف نيست.  این  x=0دارد یعني  در  

 دارد. (Pol)قطب در جاي صفر

 براي این شکل روبرو  دیده شود

  

 

یادداشت :  تابع، که مخرج ان صفر باشد و صورت شان صفر نمي باشد، ميگویم که  تابع 

 دارد.  (Pol)درین جاي صفر مخرج  قطب

 ترادف x=0راي نزدیک شدن بهب 
1

( )nx
n

 .را تعين مينمایم 

ترادف قيمت مربوطه تابع  
1

( )
1nx n

n

 
 

  
 
 

 ميباشد. 

 یک ترادف نامحدود صعودي ميباشد،  n>0این براي   

 یا متناقص ميباشد. -ترادف  نزولي  n<0و براي 

 حد نه دارد.  این دران جا یک قطب  دارد.  0  در جاي   f(x)این به معنی، که تابع   

 

 براي ليميت توابع دست اورد زیرداریم:

 

)تابع ), ff x x D  0در جاىx یک لیمیت
0

0

lim ( )l
x x
x x

a f x



  سمت چپ داریم ، اگر براى

)هر ترادف )nxکه ،n   0ن طرف چپي شاظماعx  واقع باشد و قیمتهاى  توابعو( )nf x 

 میکوشد.  laبه سمت

 به تور مشابه لیمت  سمت راست:  
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------------------------------------------------------------------------------------   

)تابع ), ff x x D  0در جاىx یک لیمیت
0

0

lim ( )r
x x
x x

a f x



  سمت چپ داریم ، اگر براى

)هر ترادف )nxکه ،n   0اعضي شان طرف راستx  واقع باشد و قیمتهاى  توابعو

( )nf x به سمتla  .میکوشد 

نزدیک شود،   cاز طرف راست یا چپ به   xداشته باشد ،اگر  Lهمان حد  f(x)  اگرتابع 

 میباشد.   Lو مساوي بهپس حد موجود است 

lim   و به  اینطور مينویسيم: ( )
x c

f x L


    

 تمرین

یا   range ( وناحیه  قېمت)domainبه هر یک از تابع باین ناحیه  تعریف )   

codomain.را پیدا نماید،  گراف  توابع را رسم نمایئدو حد تابع را   پیدا نمایئد )  

2 2

1 4 2

0 2 1

2 2

91 2 3

1) lim ( ) 2) lim ( ) 3) lim 2 3

4) lim | | 5) lim 6) lim 7

4 3
7) lim 8) lim 9) lim

2 9

x x x

x x x

x x x

x x x x x

x
x

x

x x x

x x x

  

  

  

  

 

 

 

    :   (  اگر باشد10     









1;

1;2
)(

2 xx

xx
xf    

 الف (  گراف تابع را رسم کنید           

lim)(ب(            
1

xf
x 

 را پیدانمایئد  
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------------------------------------------------------------------------------------   

 " Properties of Limits "خواص حدود :   

 

توابع ساده میباشد  combinationمیفهمیم: در ریاضیات تمام توابع که داریم ترکیب 

به صفر مساوي نمیباشد( و توابع و مثل که جمع،تفریق، ضرب، تقسیم) مخرج 

 = g (x) و   f(x) = c. ما دو توابع منتخب و ساده  .combination F زنجیري

x.اگر هردو توابع با هم جمع کنیم بدست مي اید:   را داریم 

h(x) = x + C, یا L(x) = cx, یا m(x) =x.x= x
 و دیگر و دیگر.2

 نه صدق میکند مثل که  در عملیه ترادفخواهیم دید که درینجا هم تمام عملیه چهارگا

 .اعداد

 

 فعالیت :    

از طریق جمع،   Identity functionمشابه  –درین حصه حدود توابع اختیاري  ثابت و 

تفریق، ضرب و تقسیم )که محرج شان صفر نه باشد( را بشمارید) پسان خواهیم دید که 

 د(این توابع زیر نام خواص توابع لیمیت مطالعه میشو

 حد یک تابع  پولینوم اختیاري را پیدا نمایئد.  -
استفاده نمایئد،  که سه توابع دیگري از ان بدست     ,f(x) = x, g(x) = x - 2از توابع --

بیاورید. لیمیتهاي این توابع را دریاید. این لیمیتها را جمع، ضرب و تقسیم) که مخرج 

یت یک تابع را از حل تابع بدست اورده اگر ممکن باشد لیم --    صفر نه باشد( نمایئد.

بتوانیم، یعني اگر به طور مثال داشته باشیم   
2 2

lim lim3 3
x x

f x
 

    پس این تابع چي

 قسمي خواهیم نوشت؟ 

 ایا مثل عملیه بالا این عملیه براي هر تابع ثابت و مشابه صدق میکند؟ --

 ما از بالا نتیجه زیر را میگیریم:

(c) ketabton.com: The Digital Library
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                              ۱۱خواص حدود                                                                                

------------------------------------------------------------------------------------   

 ق میکند.به طور عملیه فوق همین  مساوات براي  هر تابع ثابت صد یادداشت: 

 ثابت میباشد، پس cو   aحد یک ثابت: اگر 
x a

limc c


  صدق میکند.  

یک   c را  هم داریم ، اگر   f(x) = I (x) = xبه همین ترتیب توابع مشابه یا ایدنتیک  

نزدیک میشود.    ......     این در واقعیت همینطور است   cبه   xعدد حقیقي باشد، پس 

 نزدیک شود.   cبه  f(x) = I(x)ه مثل  ک

 فعالیت:

 باشد، پس داریم :   f(x) = x ،g(x)  = 2اگر  1 ) 

1 1
lim ( ) 1 , lim ( ) 2
x x

f x g x
 

  

)()()((   اگر  2 xgxfxh     ،2 داریم:پس باشد)(  xxh 

   h(x) ( گراف3

 (4حد تابع از راه جدول  

 1 

0 .5 .8 1 1.2 1.5 2 

2 2.5 2.8  3.2 3.5 4 

        3       

به یاد داشته باشید:
1 1

lim ( ) lim( 2) 3
x x

h x x
 

  و)(lim)(lim)(lim
111

xgxfxh
xxx 

  

 از بالا خاصیت اول لیمیت را بدست مي اید:
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واص حدود                                                                 خ                                         ۱۲      

------------------------------------------------------------------------------------   

اول:  خاصیت جمع لیمیت: لیمیت جمع دو یا چند توابع مساوي به جمع لیمیت همان دو یا 

lim)(lim)(lim)(  چند توابع میباشد:
111

xgxfxh
xxx 

 

دم:  خاصیت تفریق لیمیت:  این حل دارد که مشابه بالا میباشد. این وظیفه را شاگردان 

 عزیز به عهده بګیرد

)(2:  آگر 1مثآل xxg  وxxf )(  ،باشد

 پس دریابید:

)()()( الف(  xgxfxf          

 رسم کنید  ب ( شکل تابع  رآ  

lim)(پ( دریابید
2x

xf


 

lim)(ت(  دریابید:  
2x

xg


  

  

 

)()()(الف (    حل :    2 xgxxxxfxf   

 ب (

 

 

 

2lim)(limپ(      
2x2x




xxf 

4lim)(limت( از گراف بدست میاید:  2

2x2x



xxg 

x -2 -1 0 1 2 

f (x) 4 1 0 1 4 
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                               ۱۱خواص حدود                                                                                 

------------------------------------------------------------------------------------   

2:   پس  اوین بابت داریم

x 2 x 2 x 2 x 2
lim lim( ) lim lim 2 2 4x x x x x
   

       

 ه زیر بدست مي اید:از بالا نتیج 

 سوم:  خاصیت ضرب لیمیت: 

 لیمت ضرب  توابع دو یا زیاد  مساوي است به ضرب لیمیتهاي توابع مربوط. 

                        
2

axaxx

2

x
limlim)(limlim aaaxxxxx

aa



 

 مثال: 

xxfxxgاگر باشد   )(,)(  ، لیمیتهاي زیر را دریابید:2

1 1 1 1

1 1

) lim ( ) , lim ( ) ) lim ( ) lim ( )

) ( ) ( ) ( ) ) lim ( ) lim ( ) 1

x x x x

x x

a f x g x b f x g x

c h x g x f x d f x x

   

 



    
 

lim)( دریابید:  
1

xh
x 

 

()()()(1limحل:   الف:  2

1

2 


xxgxxxxfxfa
x

  

 

  

2

1 1 1

2 3 3

1 1

) lim ( ) lim ( ) 1 1 1 lim 1

) ( ) , ) lim ( ) lim 1

x x x

x x

b f x g x x

c h x x x x d h x x

  

 

       

     
  

 مثال: 

تابع  
2

2

2 5
( )

2 1

x x
f x

x

 



lim)(را داریم،  

3
xf

x
 را دریابید.  

x -2 -1 0 1 2 

f (x) 4 1 0 1 4 
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------------------------------------------------------------------------------------   

)(52تقسیم دو توابعو   xf)(حل:  2  xxxg  12و)( 2  xxL .است 

 یافت شود: 3xنږدېک شود میتواند لیمیت از  طریق حل تابع در 3به  xاگر  

                   

19

8

132

5323

)12(lim

)52(lim

12

52
lim)(lim

2

2

2

3

2

3

2

2

33























x

xx

x

xx
xf

x

x

xx

 

 از مثال بالا نتیجه زیر بدست مي اید: 

 چهارم:  خاصيت تقسيم ليميت) که مخرج په صفر مساوي نه باشد:

از تقسیم دو توابع) مخرج به صفر مساوي لیمیت یک تابع کسري) یعني یک تابع که  

نیست( بدست امده باشد( برابر است به تقسیم لیمیت صورت و لیمیت مخرج ) که مخرج 

 مساوي به صفر نه باشد(.   

x3 g(x)گراف     مثال:  :را  رسم کنید و  دریابید 

  
2 1 3

) lim ( ) , ) lim ( ) , ) lim ( )
x x x

a g x b g x c g x
  

  

  ه طور زیر به پیش میرویم::  بحل

الف( 
 

  
2

2 2

lim ( ) 1

lim 3 lim(3 ) 1 1

x

x x

g x

x x



 



    
    

lim)(2   ب(  از  گراف:
1




xg
x 
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                             ۱۰خواص حدود                                                                                 

------------------------------------------------------------------------------------   

 یاد داشت:
1 1

lim 3 lim(3 ) 2 4
x x

x x
 

       

   00)3(lim3lim)(lim)
333


 

xxxgc
xxx

 

 نزدیک میشود(. c، که به xو براي تمام قیمتهاي    f(x) ≥ 0)براي 

 از بالا نتیجه زیر بدست مي اید: 

پنجم:  خاصیت جذري لیمیت:  لیمیت یک تابع که زیر جذر باشد مساوي است به اگر 

 ابع و لیمیت هر دو زیر جذر گرفته شود. ت

lim)(3سوال: اگر 
2




xf
x

nباشد، پس  

x
xf ))((lim

2
 را دریابید. 

لیمیت یک پولینوم  به طور شمرده میشود، مثل لیمیت یک تابع. در پیش کفتم   یادداشت:

 که یک پولینوم  از عملیات مختلف توابع ساده بدست مي اید.

 

 نه. تمرینو

lim)(lim,0)(2اگر  
44




xhxg
xx

lim)(5و  
4




xf
x

 باشد، پس دریابید: 

4 4 4

4 4 4

1) lim( )( ) , 2) lim ( ) , 3) lim( )( )

4) lim( ( )) , 5) lim ( ) , 6) lim(2 3 )( )

x x x

x x x

g
f g x x fg x

f

g
h x x h g x

f

  

  

 
  

 

 
 

 

 

2

4 4 4

2
7) lim( ( ) , 8) lim ( ) , 9) lim( ( ) ( ))

3x x x

h
f h x x h x f x

f g  

 
  

 

1

23
lim)11,)3526(lim)10

22

3

2 




 x

x
xxx

xx
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------------------------------------------------------------------------------------   

 

 "Limit of Rational functions "ناطق ابع کسري یالیمیت تو

 ما تقسیم زیر پولینومها را داریم:

1

1 0

1

1 0

...( )
( ) ; 0

( ) ...

n n

n n
mm m

m n

a x a x aQ x
R x P

P x b x b x b









  
  

  
 

00و در باره لیمیت شان فکر میکنیم و با  b ید بدست مي ا
0

0

b

a
. 

 

 فعالیت :  

1اگر ما پولینوم

1 1 0( ) ...n n

n nf x a x a x a x a

       داشته باشیم. حد این پولینوم  را

 به چطور دریافت کرده میتوانیم ؟  xبراي قیمتهاي مختلف 

 به طرف صفر برودیا به صفر نزدیک شود.  x 0اگر   -

 به یک عدد معین نزدیک شود.  x1اگر   -

xاگر  -     .به سوي لایتناهي برود 

درجه سه را داشته باشیم، پس حد این پولینوم  براي چهار   5x³ + 3x²+3 اگر پولینوم -

 دریابید. دلخوامت یق

، طوري که در توابع ساده  xبراي یک قیمت داده شده    -میدانیم، که حد توابع پولینومي 

جمعې، تفریق،ضرب و تقسیم)که مخرج شان صفر نه باشد( داده شده دیگر ،  که  به قسم 

 کسري را دریابیم.-شمار کرده میتوانیم. میخواهیم حد توابع  ناطق یا 
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پس از طرق   براي این که حد توابع ناطق را ، درصورت که موجود باشد، دریابیم،

 مختلف استفاده میکنیم:

 اگر داشته باشیم :

  
)(lim

)(lim

)(

)(
lim

xg

xf

xg

xf

ax

ax

ax






   

limپس خواص تابع براي  ( ) 0
x a

g x


 د  تقسیم پولینوم بالا،  که تابع ساده میسازیم، که ح

 کسري میباشد، بشماریم.

اگر     فعالیت : 
2

42





x

x
2xداشته باشیم در صورت که        .باشد 

 باشد دریابید. 2xحد این تابع درصورت که   -

 باشد. x1 حد این تابع را دریابید اگر -

 باشد. x-1 حد این تابع را دریابید در صورت که  -

 ساحه تعریف  تابع  را بنویید!  -

بدست اورده  x-2 این  تابع به چه قسم ساده کرده میتوانید، که حد شان براي  - 

 بتوانیم؟

به اساس فعالیت بالا میتوانیم، که  حد توابع کسري براي اعداد مختلف  دریابیم و همین 

سري، اگر ممکن باشد ، به همان جاهاي که در نزدیک شان باشد هم طور یک تابع ک

 دریابیم ، درکدام شان که تابع تعریف نه باشد.

 ت موضوع چند مثال  از توابع ناطق را مطالعه میکنیم: حبراي وضا 

:  ۱ مثال
2

1

x x
lim

x 2x 




 را دریابید 
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 باشد، پس تابع تعریف است و داریم:  x = 1اگر 

3

2

21

1)1(

2
lim

22

1











 x

xx

x
 

lim)()1(( پس به دست مي اید: Substitueجا به جا کنیم) 1xاگر
1

fxf
x




 

lim   را دریابید                  
0x 3x

1x 2




 ل  : امث

تعریف است، پس داریم:     x = 0حل : تابع براي  
3

1

30

10

3

1
lim

2

0











 x

x

x
 

lim    دریابید.                
1x

 
1x

2xx 2




 :  ۱مثال  

 تابع تعریف است، پس داریم:  x = 1حل :  براي  

 
0

2

0

11

211

1

2
lim

22

1











 x

xx

x 

اگر دریک جاي یا براي یک عدد که تابع تعریف نه باشد، پس از طریق مختلف استفاده  

 میکنیم، که حد را دریابیم،  اگر موجود باسد.

:  ۰مثال
2

86
lim

2

2 



 x

xx

x
  دریابید.  

تعریف نیست، پس براي حل حد تابع  طریقه   x=2 براي  f(x)حل :  براي این که تابع  

 نمي توانیم دریابیم.  حد را میتوانیم پیداکنیم ، که  تابع به  ضریبها تجزیه نمایم .

)2(

)2)(4(
lim

2

86
lim

2

2

2 








 x

xx

x

xx

xx
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2xنزدیکې شود،  به این معني است، اگر   2به  xحد تابع اگر    .باشد 

lim)4( به این تابع کسري  
2




x
x

 کږته میشود:

lim
2x

 (x-4) = 2-4 = -2 

  :۰ مثال
16x

4x
lim

16x 





 را دریابید. 

16xتعریف نیست، بدین معني که   x = 16، که تابع  برايمیشود مشاهده   .  

   

abبه یاد داشته باشید که :     بهab  یک دیگر میباشد مزدوج 

4xحل: صورت و مخرج تابع فوق به مزدوج    4یعنيx   ضرب مینمایم 

  

8

1

416

1

4

1
lim

)4)(16(

)16(
lim

4

4

16

4
lim

16

4
lim

16

16

1616


































x

xx

x

x

x

x

x

x

x

x

x

xx

               

  

 :  دریابید :  ۱مثال 
21

3
lim

3 



 x

x

x
 

ست ، پس مخرج و صورت به مزدوج مخرج  ضرب تعریف نی  3xحل :   تابع  به 

 مي نمایم و داریم:
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3 3

3

3

3

3 3 1 2
lim lim

1 2 1 2 1 2

(3 )( 1 2)
lim

( 1 4)

lim 1( 1 2)

lim ( 3 1 2 4

x x

x

x

x

x x x

x x x

x x

x

x

 







   
 

     

  


 

   

     

 

    را در یابید.        
1x

5
3x2

5

2
1x

lim







 :  ۲مثال

 تعریف نیست،  پس به طریق زیر حد این تابع را در مي یابیم:  x = 1حل : تابع  در

5
2

10

)11)(3)1(2(

10

)1)(32(

10
lim

)1)(1)(32(

)1(10
lim

)1)(32(

1010
lim

1

32

15105

lim
1

5
32

5

lim

1

1

21

2121










































xx

xxx

x

xx

x

x

x

x

x

x

x

x

x

xx

 

 لیمیت اعداد کسري از طریق کلاسیک :  

مي نامیم:  xg)(حالا یک تابع دیگري زر مطالع مي گیریم، که انرا 
1

2
)(

2






x

xx
xg 
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1xال میکنیم، که اگردرینجا هم سو   نزدیک شود، پس تابع)(xg  کدام قیمتهاي تابع

1xما باز جاي را در فکر میگیریم، که  را اختیار میکند:   طرف شاز طرف پی (

1xجاي، که نچپ(  پسیار نزدیک افتیده باشد و به هما    پشت سر یا طرف راست از

 :نزدیک افتیده باشد ربسیا

   

2

2 2

2

2 2

(1 ) (1 ) 2
(1 )

(1 ) 1

(1 2 ) (1 ) 2 3
3

(1 ) (1 ) 2
(1 )

(1 ) 1

(1 2 ) (1 ) 2 3
3

h h
g h

h

h h h h h
h

h h

h h
g h

h

h h h h h
h

h h

   
 

 

      
   

 

   
 

 

      
   

 

لاینتاهي کوچک تعين نمایم یعني  hاگر   این هردو نتایج را حالا قرار زیل تشریح ميکنيم:

1xجا هاي را در نظر بگيریم که   ع هم به لایهتناهي نزدیک شود، پس قيمتهاي تاب

براي     ميباشد.   xg)(حد تابع 1xبراي جاي   3لایتناهي نزدیک  ميشود. عدد  3قيمت 

lim)(3این مينویسيم: 
1




xg
x

 

 در صورتيکه موجود باشد ليميتهاي زیر را دریابيد.  نها:تمری

2

4
lim)8

2

5

4

1

2

lim)7

)
4

1
)(

4

11
(lim)63

1

3

1

lim)5

9)32(

75
lim)4

4)2(
lim)3

)52(lim)2)3526(lim)1

4

2

2

40

2

2

0

2

0

7

1

23

2






























x

x

x

x

x

xxx

x

x

xx

x

x

xxxxx

xx

xx

xx

xx
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 Limit of trigometric function حد توابع مثلثاتي

                   

 

 فعالیت: 

limحدساین     -  sin x
x a

 دریابید،   x براي قیمتهاي مختلف  

2;0]اگر  - ]x    .اگر که     -باشدx 0   .اگر که   -باشدx30 باشد 

 باشد  x135اگر  -باشد  x90اگر    -باشد  x60اگر    -باشد  x 45اگر   -

2xاگر   -باشد  x270اگر که   -    باشد 

 فعالیت : 

 دریابید.  Cos xبراي قیمتهاي که بالا داده شده  حد   

1به رادیان داده شده باشد،پس داریم:   xقضیه :  اگر  
x

sinx
lim

0x

  . 

تابع  x=0ثبوت:  براي 
x

xsin
تعریف نیست و شکل مبهم 

0

0
 دارد.  
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و   x 0ما میخواهیم براي 
sinx

x
 xطور زیر یک جدول بنویسیم) درمساوات بالا   

  به رادیان اندازه میشود(:

x 
xsin 

x

xsin
 

 په رادیان په درجه 

10 1745.0 1736.0 9948.0 

5 0873.0 0872.0 9988.0 

3 05235.0 05233.0 9996.0 

1 0174532.0 0174524.0 9995.0 

'30 00872664.0 00872653.0 99999.0 

'6 00174532.0 00174532.0 1 

'3 00087266.0 00087266.0 1 

'1 000291.0 000291.0 1 

. 

. 

.  

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

1قیمت   xدر  جدول بالا میبینیم، که براي  
sin

lim
0


 x

x

x
  میباشد.  

1حل 
sin

lim
0


 x

x

x
یک دایره را در نظر   به طریقه ریاضي طور زیر به پیش میبریم:  

1OAو 0D ( وشعاع آن0میگیریم، که مركز شان ) OD   

                                                یک عمود رسم میکنیم، که این شعاع را در ODبه  A( شکل  از نقطه  11-3باشد. )
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 قطعه مینماید.  Cنقطه 

خط دراز شده در   OAره یک مماس رسم میکنیم. این مماس ازبالاي دای Dاز نقطه   

 قطعه میکند  Bنقطه 

 ما داریم : 

 

 

 

 

 

 به رادیان اندازه میشود، پس داریم:  xاین که  

 از شکل بالا  نا مساوات پاین داریم:

                                       


 AOCAODOBD 

 همین طور داریم:به 

       xODxODxx tan.
2

1
.

2

1
sin.cos

2

1 2  

جا به جا میکنیم و تمام اطراف نامساوات به دو ضرب   1ODدر نامساوات بالا  

xxxxمیکنیم  پس داریم: tansin.cos  

xیا به همیم طور نوشته میتوانیم:  
x

x
xxx sin

cos

sin
sin.cos  

DB
OD

DB
x

OC
OA

OC
x

AC
AC

OA

AC
x







tan

cos

1
sin

A

B

tan

D
CO

x

x
x

sin

xcos

XAD 

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xاگر تمام اطراف نامساوات به 
x

x
xxx sin

cos

sin
sin.cos       تقسیم نمایم، نتیجه زیر را خواهیم داشت: 

          
xx

x
x

cos

1

sin
cos  

x      یا:
x

x

x
cos

sin

cos

1
 

x
x

x

x xxx
coslim

sin
lim

cos

1
lim

000 
 

+0ازین که 


  x    پس براى cos x 1:بدست میاید  ،   

1
sin

lim
1

1

0


 x

x

x
 

1
sin

lim1
0


 x

x

x
 

1که در عین وقت  می بینیم
sin

lim
0


 x

x

x

 میباشد، نتیجه میشود که : 1ر و کوچکتر ازبزرگت  

  1
sin

lim
0


 x

x

x

 

0x دقت : اگر
2

π
   اوx = -    زیر بدست می ایدبنویسسم ، نتیجه : 

α

sinα

α

sinα

α

α)sin(

x

sinx










 

              


sin
lim

sin
lim

00  


xx x

x
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1 مساوات فوق نتیجه زیر بدست مي اید: هر دواز 
sin

lim
0


 x

x

x

 

حل نمایئد   
x

2xsin 
lim

0x

 :   ۱مثال   

0xواگر 2x = اگر حل :     0باشد، پس    و
x

x

2

2sinsin





 داریم. 

 از مساوات بالا نتیجه زیل داریم :

212
2

2sin
lim21

sin
lim

00


 x

x

x




     

نشاد دهید 
2x

5xsin 
lim

0x

 :   ۲مثال    

 و هم داریم  y-> 0،  پس   x0باشد،و    y = 5xاگر  

     

y

y

x

x

x

x

x

x

sin

2

5

2

5sin

2

5

)2(
2

5

5sin

2

5

5

5sin





      

 بدین اساس داریم   

0 0 0

5 sin sin 5 5
lim lim lim

2 2 2

5 5
1

2 2

x x x

y y x

y y x  
 

  

     

 تمرین: 

 این قضیه منتخب را ثبوت کنید. 
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1به رادیان داده شده باشد، پس داریم  xاگر  
tan

lim
0


 x

x

x
   و اجرات زیر را انجام دهید: 

 بنویسید. xcosو  xsinبه ترمهاي xtanالف( تانجنت 

 ب(  
x

tanx
 بنویسید.  xcosو xsinبه ترمهاي  

 پ(  لیمیت قضیه بالا را دریابید.

 ت( ایا قضیه راست است؟ 

 لیمیتهاي زیر را بشمارید. 

2

20 0 0

0 0 0

2

20 0

π
sin(x )

sin x 161) lim , 2) lim , 3) lim ,
π x 1 tan x

x
6

sinx x tan 2 x
4) lim , 5) lim , 6) limsin 5 cos3

x sin 3x

tan(2 x 1)
7) lim , 8) lim cos 2 x cosx 1 sin )

4 x 1

x x x

x x x

x x

x

x

  

  

 









  



 

 

  x  ليميت براي

ع کسريليميتها براي تواب
( )

; ( ) 0
( )

Q x
P x

P x
    را شمردیم، کهx  احتياري اختياري

 بود. 

حالا ميخواهيم ليميت را براي 
( )

; ( ) 0
( )

Q x
P x

P x
    بشماریم، اگرx.باشد 
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 فعاليت : 

شاگردان اشکال  توابع زیر را رسم نماید، و دقت نماید که چي طور گرافها در ساحه 

 تفریف حرکت ميکند.

اول :  
2

5
lim

 xx
   

به یک عدد لایتناهي  مثبت)منفي(  یک عدد بسيار کوچک  مثبت)   ۸نتيجه تقسيم عدد  

منفي( ميباشد یعني 
5 5

lim 0
2x x




 

 
   . 

دارد ، که   او بالا و پایيد به گراف    y=0یا مجانب افقي   -یک  اسيمپتوت   Gfگراف    

 نزدیک ميشود.    

دوم : 
3

lim
1x x




 ليميت را بشمارید 

به یک عدد لایتناهي  مثبت)منفي(  عدد بسيار کوچک  مثبت) منفي(   3-جه تقسيم عددنتي 

ميباشد ، یعنۍ 
3 3

lim 0
1x x





 
 

 
  . 

دارد ، که از بالا و پایين به گراف نزدیک   y=0یک  اسيمپتوت )مجانب(   Gfگراف    

 ميشود. 

سوم : 
xxx 2

5
lim

2 
  دریابيد  

xفقط     در  مخرج     
2

رول بزرگ را بازي نيکند.  از طریق مربع ساختن  هر عدد    

به یک  عدد لایتاهي  مثبت  تقسيم شود،  یک عدد بسيار کوچک   5مثبت  ميشود. آګر 

مثبت  بدست مي اید، یعني 








0

5

2

5
lim

2 xxx
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دارد،   به نزدیک فقط  او طرف    y=0یک  اسيمپتوت افقي)مجانب افقي(     Gfگراف    

 بالا .

جهارم  : 
2

3
lim

2 



 xx
 بشمارید 

به یک عدد   3-ن  مخرج ،  اعداد  منفي  هم مثبت میشود. به تقسیم به  مربع ساخت

لایتناهي مثبت،  یک  عدد  بسيار کوچک منفي را بدست مي اوریم، یعني 














0

3

2

3
lim

2xx
   -. 

 دارد،  که فقط   به گراف پایئن نزدیک مي شود.     y=0یک  اسيمپتوت    Gfگراف    

 اصول صرفنظر کردن  

:   اول 
2

1
lim

2 



 x

x

x
 دریابيد  

x،  در مخرج اکسپوننت  xصورت اکسپوننت   در
2

در نظر مي گيریم  و همين طور از    

به یک عدد  ۷را کتاه مي کنيم.  اگر    xتمام   اعداد ثابت  صرف نظر مي کنيم  و باز 

 بدست مي اید.   لایتناهي  مثبت)منفي(  تقسيم شود.  پس ازان   









0

1
limlim

2

1
lim

22 xx

x

x

x

xxx
 

دارد، که از بالا به به پایين به او نزدیک    y=0اسيمپتوت)مجانب( افقي         Gf شکل 

 مي شود. 

دوم :  حد تابع 
2

2
lim

2





 x

x

x
 را مي خواهيم  دریابيم.  

xحل :    در صورت   تمام  توانهاي )اکسپوننت(  
2

  در   xو در مخرج   تمام  توانهاي    
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حدبرای .....................                                                                ۱۱      

------------------------------------------------------------------------------------   

صار کنيم .  به اخت    xنظر مي گيریم او از تمام ثابت   صرفنظر  مي کنيم  و بعدآ به  

 تمام وضاحت  حدود بدست مي اید یعني     





x

x

x

x

x

xxx
limlim

2

2
lim

22

. 

مجانب مایل را مي دهد، براي این که در  صورت درجه  نسبت به  مخرج      Gfشکل  

 بزرگ است.   ۷به اندازه   

سوم :  
xx

x

x 23

22
lim

2

2






 دریابيد 

در نظر مي گيریم و از تمام  ثابت صرف نظر    x²تمام  توان   در  صورته و مخرج  

 اختصار مي کنيم.   x²مي کنيم  و بعدآ به   

راميدهد  یعني 2/3-تمام حدود به طور واضح   

3

2

3

2
lim

3

2
lim

23

22
lim

2

2

2

2












 xxx x

x

xx

x
  

 ميباشد.      y=-2/3اسيمپتوت افقي را ميدهد ، که    Gfشکل   

 چهام :
2323

122
lim

23

2





 xxx

xx

x
 ریابیدد 

باد و در مخرج  آز تمآم توآنهآي که   x²در صورت   از تمام  توانهاي که کوچکتر از   

و به همين ترتيب آز تمآم  ثابتو  صرف نظر  ني منيم . آگر به لآیتنآهي    x³کوچکتر آز  

تقسيم شود، یک عدد کوچکترین مثبت یا منفي  رآ بدست مي آوریم   یعني 




















0

2

3

2
lim

3

2
lim

2323

122
lim

3

2

23

2

xx

x

xxx

xx

xxx
 رآ ميدهد. 

را مي دهد، که از طرف بالا به پایئن به او نزدیک  y = 0  یک مجانب افقي  Gfشکل   

 مي شود.
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       ۱۱حل به طریق .....................                                                            

------------------------------------------------------------------------------------   

 ارش:حل به طریق  شم 

اول  :  
2

1
lim

2 



 x

x

x
    رادریابيد  

احتصار مي   x²را از  قوسها بيرون مي آوریم و بعدا به     x²   در  صورت و مخرج 

ميرود،  صفر ميرود و صورت به طرف  1نمایم. بعد از  احتصار    مخرج  به طرف 

 به صفر  نزدیک ميشود.  صورت  ترمهآ  یعنې

2

2 2

2

22

1 1 1 1
1 0

lim lim lim 0
222 1

1² 1
x x x

x
x x x x x

x
x

xx




  

 
       

  
 

 

 

 1یک مجانب مایل دارد،  ازان که درجه  صورت  از درجه  مخرج  به   Gfشکل   

 است. کوچک

بشمارید:    م:دو
22

12
lim

24

2





 xx

x

x
 

ن مي گيریم و از قوس پيور   4xیعنې   x در  صورت و مخرج    عدد توان بزرگ   

 بعدآ به ترتيب عمليه حسابي را به پيش مي بریم،  ازا بدست مي اید:     

4

2 4 2 4

4

2 42 4

2 1 2 1
0

lim lim 0
2 22 2 1

11
x x

x
x x x x

x
x xx x




 

    
    

 
   

 

 

 روشن است .

 

 خواص عمومي :
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حل به طریق .....................                                                                ۱۲      

------------------------------------------------------------------------------------   

: بيابيد:  ۷مثال 
1

23
lim

2





 x

x

x
                  

در مثال بالا به طور پيش رفته یم ، که در  مخرج  از همه اعداد صرف نظر مي نمایم،   

در صورت  از همه اعداد کوچک باشد  یعنې صفر  باشد  و  ۷که توان متحول مستقل از  

به   xکوچک باشد صرف نظر مي ميکنيم. مي بينيم، که در  صورت   ۱که توا شان از  

 منفي  ميرود.  -مي ماند،  ازین دليل  تابع  تابع بالا به  سوي لایتناهي  مثبت  کدام ضریب

          دریابيد::  ۱مثال 
2

1
lim

2

2





 x

x

x
در مثال بالا در  په صورت                             

تقسيم   xصرف نظر مي شيم و بعدآ صورت و مخرج  به   ۱و  در مخرج  از   ۷از 

تقسيم ميشود  ، که به     xبدست امدن یک عدد ثابت است ، که به     نميکنيم،  نتيجه شا

یعنې:  ميرود   0تابع  به  





0

2

1
lim

2

2

x

x

x
 

 دریابيد::    ۱ل  مثا 
xx

x

x 23

22
lim

2

2






صرف نظر   2xو در مخرج از  ۱در صورت از    

      ر نتيجه زیر را بدست مي اید  :واختصار مي نمایم و به همين ط  2xميکنيم و به 

3

2

23

22
lim

2

2






 xx

x

x
 

ه شده بالا بشمارید حدهای تمرینات زیر را از راه های مختلفکه اد  تمرینونه:

1

23
lim

5

7
lim

5

9
lim

43

6
lim

6
lim

2

3

23

24

25

3

24

2





























x

x

xx

xxx

xxx

xxx

xx

xxx

xx

x

x

x

x

x
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       ۱۱متمادیف                                                                                        

------------------------------------------------------------------------------------   

 ”Continuity“  متمادیت      

 

ا یک  اینتروال  کدام یدرین قسمت درس مي خوانیم،  که یک  تابع  در یک نقطه   

حالت را به خود اختیار میکند.  ایا  تابع  در کدام جاي خیز میزند، یا قطع میشود و یا به 

 صورت متمادي در داخل  اینتروال  حرکت میکند.

میکنیم  و  متمادیت را تعریف  موضوع  متمادیت یک  تابع  را مطالعه     نما دری  

 مینمایم. 

 فعالیت: ما توابع زیر را داریم:

2 1 | |
( ) 1 , ( ) , ( )

x
f x x f x f x

x x
    

 اشکال این سه توابع را رسم کنید. -

تماشا کنید، که ګراف توابع چې قسم حرکت میکند. در کدام تابع ګراف بسته حرکت  - 

 کوي او درکدام قطع میشود، خیز میزند و یا ...

 بالا نتیجه زیر  داریم:  از فعالیت

 Continuous functions متمادیت  تابع    

 درین موصوع ما متمادیت یک تابع را مالع میکنیم و تعریف متمادیت را میدیهیم.

 تعریف:

b       یک عدد حقیقي در ساحه تعریف یک تابعf   باشد. تابعf   درb   متمادي نامیده

رسم گردد، بدون این که   پنسل    fگراف      (b.f(b))میشود،  اگر  در نزدیک نقطه  

 از روي کاغذ  بلند شود.  
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متمادیف                                                                                        ۱۰       

------------------------------------------------------------------------------------   

و تابع  f(x) = x2 -1تابع   دلیلازین 
x

1
  f(x) =       در نقطهx=b  .متمادي  است 

تابع   
x

x
  f(x) =      درx=o  ویا بهتر خیز میزند متمادي  نیست یعني قطع میشود . 

axتابع  در      زند و یا بقطع  شود)خالیگاه داشته باشد( ، خیز متمادي نیست،  اگر

 شکند.ب

1داریم  
||

lim
0


 x

x

x
و      

x

x0
lim 1
x 

    پس ازین دلیل
x

x

x

||
lim

0
موجود   x = 0در     

 نیست.

لیمت   x = 0 نتیجه: چون لیمت دست راست و چپ با هم مساوي نیست پس تابع در

 تابع متصل) متمادي( نیست. x = 0ني تابع در نقطه  ندارد، یع

  

 :    ۱مثال 

اګر  
2 1 ; 1

( )
1 ; 1

x x
f x

x x

 
 

 
 باشد، پس:  

 الف ( گراف  تابع را  رسم کنید                                     ګراف

ب (   
x 3

lim ( )f x


 را دریابید           

پ ( 
1

lim   f(x)
x

 را دریابید

 متمادي باشد    x=1و     x=3اگر تابع  در  

 حل :  
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         ۱۰متمادیف                                                                                      

------------------------------------------------------------------------------------   

 گراف  طرف چپ رسم شده  الف (

xب (        3
lim  f(x) =   (2x + 1) = 7

f(3) = 7

 

پ 
0)1(lim)(lim

3)12(lim)(lim

11

11













xxf

xxf

xx

xx 

  : از    ب ( و پ(  داریم

)(lim)(lim
11

xfxf
xx  

 

     است.دی نامتما x =1متمادي و در   x = 3تابع  در    دلیلازین 

 :  ۲مثال  

اگر       















0;3

0;
3

)(

x

x
x

xx

xf    باشد      

 الف(  فنکشن رسم کنید

  را شاګردن عزیز بکشد رسم

 ا خیر؟       یمتمادي  است     x = 0و در   x = 2ب (  زیر بحث  بگیرید، که تابع  در  

 حل :  الف (  برا گراف  تابع   

 x -2 -1 0 1 2 

f(x) 5 2 3 2 5 
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متمادیف                                                                                         ۱۱        

------------------------------------------------------------------------------------   

lim
2x

f(x) = lim
2x

 
x

xx 3 
 =  lim

2x

 (x2+1) = 22+1 = 5         )ب 

                                                         f(2) = 
2

223 
 =  

2

10
 = 5 

موجود است و   fازین که حد 
2

lim  f(x) = f(2)
x

 .استمتمادي    x = 2،  پس تابع  در     

 x = 0 باشد     

1lim)(lim

1lim)(lim

3

00

3

00



















x

xx
xf

x

xx
xf

xx

xx
 

 

      .f (0) = 3       1وبه این مهوم است که)(lim
0




xf
x

 این بدین معني است که  

         

f(x) ≠ f (o) limاین بدین معني است ، که        
0x

    

 غیرمتمادي است   x = 0تابع  در     

 

 : ۱مثال    

اگر     
3x

9x 2




  f(x) =  ، x ≠ -3  .باشد 

 متمادي  است؟    x = -3 ایا تابع  در 
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        ۱۲متمادیف                                                                                       

------------------------------------------------------------------------------------   

 .متمادي نیست    x = -3تعریف نیست، ازین علت تابع در     f (-3)حل ( تابع  

 از جمله بالا و درسهاي گزشته تعریف زیر را داریم:

 

 تعریف : 

  x=cدر همه ا اینتروال هاي باز، که     xیک  تابع  باشد، که براي تمام      f  اګر

متمادي  نامیده میشود ،  اگر      x = cدر  fتابع     ،  پسعریف باشدت   ،داشته باشد

 شرایط  زیرین را پور کند.

 تعریف  باشد.     f(x)(  اگر   ۱

lim)(  (   اگر ۲
cx

xf


 موجودباشد   

(  اگر  ۱
x c
lim ( ) ( )f x f c


  .صدق کند 

),(اگر  تابع  براي تمام   bax     متمادي   باشد ، پس تابع  در اینتروال باز(a, 

b)    .هم متمادي  است 

 

 : ۰مثال 

اگر   
2 ² 1; 1

( )
4 ; 1

x x
f x

x x

 


 

 باشد.      

 ببینید، که تابع در کجا متمادي و در کجا  نامتمادي است.   

 تعریف نیست   x = 1در  f حل :  تابع

. 

(c) ketabton.com: The Digital Library



 

 43 سرليک

متمادیف                                                                                          ۱۱     

------------------------------------------------------------------------------------   

2

1 1

1 1

1 1

( ) 3

lim ( ) lim (2 1) 3

lim ( ) lim (4 ) 5

lim ( ) lim ( )

x x

x x

x x

f x

f x x

f x x

f x f x

 

 

 



  

  



 

 نامتمادي است   x = 1ازین دلیل تابع در

     

 :      ۰مثال 

مطالعه   x = 2در   f(x)یت تابع  ، پس متمادباشد  اگر  

 کنید.

 داریم.    f(2) = 3تعریف است و   x = 2در   f(x)حل :  تابع  

5)(lim5)1(lim)(lim

)(lim)(lim

5)3(limlim

2

2

22

22

22



















xfxxf

xfxf

x

xxx

xx

xx

 

f(x)  ≠ f(2)limدۍ، نو له دې امله      f(x) = 3دا چې   
2x

) 

 نامتمادي است .  x = 2به این معني است، که تابع در 

  

 :  ۱مثال 

22 1 ; 2

( ) 3 ; 2

3 ; 2

x x

f x x

x x

  


 
  
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        ۱۵متمادیف                                                                                     

------------------------------------------------------------------------------------   

 ، باشد  آګر  

a    طوري دریابید، که f در
2

π
 x =   .متمادي باشد 

 حل : 

                                 lim
2

π
x





 f(x) = a 
4

π 2

+ π ; lim
2

π
x





 f(x) =2    

f(x) : متمادي است، پس ازین بدست مي اید 

a 
4

π 2

+ π 2 =2 

 و

  = 
4

a
π

2 =2 - π 2 

                       a π 2  = 8 – 4 π 2  ⇒  a = 
2 π

8
 - 4 

           

 تمرین

ف تابع را رسم نمایئد و ببینید، که تابع در کجا گرایک تابع دلخواه را بنویسید و(   ۱

 تعریف است ومتمادیت انرا ثبوت نمایئد.     

   

2 2

2sin ;
2

( )

;
2

x x

f x

ax x









 
  

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خواص تابع متمادی                                                                                        ۰۱     

------------------------------------------------------------------------------------   

 ،که تابع در نقطه داده شده متمادي یا عیرمتمادي است.دمطا لعه  نمایزیر تمرینهاي در 

     

0;
||

)()73;|3|)()6

3;
)3(

1
)()52;

52

8
)()4

1;
52(

3
)()33;)2(5)()2

32

2

2

72

















x
x

x
xgxxxf

x
x

xfx
x

x
xf

x
xx

x
xfxxxxf

 

 

 

 خواص توابع  متمادي   

 درینجا خواص متمادیت همان خواص لیمیت است

 

 

 فعالیت: 

 را دریابید    gو f( جمع توابع  ۱

............))((  xgf 

 متمادي است ، پس : gو   fتوابع    x=2( در   ۲




)(lim&............)(lim xgxf
axax

 

 (   از حد تواپع استفاده نمایئد  ۱
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                     ۰۱خواص تابع متمادی                                                                        

------------------------------------------------------------------------------------   

lim( ( ) ( )) lim( )( )

.................. : ...

....................... : ... ( )( )

x a x a
f x g x f g x

f g a

 
  



  

 

 متمادي است.   x=aدر   (f+g)ازین دلیل 

 

 متمادي است x=cمتمادي باسد، پس از توابعو زیر هره کدام در   x=cدر   gو fاگرتابع  

                f +g(  جمع توابع ۱

     f – g       ( تفریق توابع   ۲

        f.g( ضرپ توابع        ۱

;          تقسیم توابع   0
f

g
g

  

 :  ۱مثال 

 . sin x + 1 = (x)او g(x) = x2 + 3 x – 2باشد   اگر  

 متمادي است.   x=1در    gو   f(  ۱پس  

 (  تحلیل نمایئد، که  ایا  ۲     

)()(13sin     الف(  2  xxxxgxfو 

sin)1)(13(ب (         22  xxxx درx=1 متمادي  و یا غیرمتمادي است 

 

 حل : 
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خواص تابع متمادی                                                                                         ۰۲      

------------------------------------------------------------------------------------   

11sin)1()(lim)1
1




fxf
x

 

    متمادي است x = 1در   fپس        

 2)1()(lim
1




gxg
x

 

  متمادیاست  x = 1در  g پس  

      الف(  - ۲
))(()()(

)23()1(sin13sin) 22

xgfxgxf

xxxxxxa




 

       متمادي است  x = 1جمع توابع متمادي در 

 ب ( : 
))((

)()()23)(1(sin 2

xgf

xgxfxxx




 

 متمادي است  x = 1ب توابع متمادي درپس ضر

 :  ۲مثال 

)(1,)(23اګر   xxgxxf باشد، مطالعه نماید، که ایا)()( xgxf   2درx 

 متمادي است.

 حل:

 

2

2

2

2

2 2

lim ( ) (2) 3

lim ( ) 4 (2)

( ) ( ) 3 2

lim ( ) ( ) 3(4) 2 2 12

lim ( ) lim ( ) (2) (2) 3.4 12

x

x

x

x x

f x f

g x g

f x g x x x

f x g x

f x g x f g







 

 

 

   

    

     
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                     ۰۱                   خواص تابع متمادی                                                     

------------------------------------------------------------------------------------   

)()(از بالا بدست مي اید، که  xgxf   متمادي است 

در جاي که  گراف متمادي تابع  را نشان دهید،  [a,b] به طرف چپ در انتروال محدود   

)()( bfaf .  .باشد 

)()(اگر   bfkaf   گراف از نقطه    ،اشیمب داشته ))(,( bfb   ترسیم نمي شود تا که

             قطع نه نماید .   kبه  ثابت      y = kخط افقي  

 بنوسیم:جمله مهم را از بالا میتوانیم 

 

باشد، پس   bو aدر بین    kمتمادي و  [a,b]دراینتروال محدود یا بند    fاگر  تابع  

  f(c) = kموجود است، طور که   f(b)و f(a)در بین  c درانجا کم ازکم یک عدد

 است.

        

 باشد. f(x) = x3 + 4x ,  x  [1,2]:  اگر  ۳مثال 

 مي باشد.  f(c) = 11طور موجود است، که   c  (1,2)نشان دهید، که یک     

 

 متمادي است.   [1,2]دود   حدر اینتروال م   fیک پولینوم است،  پس    f(x)حل :   

 داریم:  زیر را 

)2()1(,16115

16)2(48)2(;5)1(41)1( 3

ff

ff




 

 میباشد f(c) = 11 موجود ست، طور که   c  (1,2)از این دلیل یک عدد 
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مادی                                                خواص تابع مت                                      ۰۰         

------------------------------------------------------------------------------------   

 : ۰مثال 

اگر    









02;|10|

21;42
)(

2xx

xx
xf  باشد ، پس 

 .الف ( امتحان کنید، که تابع متمادي است

میباشد و   f(c) = 6موجود است، طور که    c (-1, 20)ب ( امتحان کنید، که  یک  

 یا بید.برا   cقیمت 

 

 حل :  

8210)(lim

842)(lim

2

2













xf

xxf

x

x 

  دین اساس داریم: ب

8210)(

8)(lim)(lim)(lim
222




 

xf

xfxfxf
xxx 

 متمادي است  [20 ,1-] ، که تابع درمیبینیم

 
) ( 1)2 1 4 2

(20) | 20 10 | 10 ( 1) (20)

b f x

f f f

   

    
 

1062به دین اساس داریم                   

)20,1(:)(6به این اساس داریم            cfc  

 .16 ,4 ,1 قرار زیل است   cقیمتهاي    

(c) ketabton.com: The Digital Library



 
 سرليک 50 

                    ۰۰خواص تابع متمادی                                                                         

------------------------------------------------------------------------------------   

-] f(x) = 2 sin x + 3; x:  باشداگر      : ۷مثال
2

π
,

2

π
 ، پس  ,[

[دهید که  ننشا 
2

π
,

2

π
 [-  c  موجود است، براي ان که صدق میکندf(c)=4  وc  را

 یابید.در

تابع ساین میباشد، پس بدین    fحل :   تابع 

 متمادي است  fاساس 

f(-
2

π
) = 2 sin -

2

π
 + 3 = 2 (-1) + 3 = 

1 

f(
2

π
)  = 2 sin 

2

π
 + 3 = 2 (1) + 3 = 5 

f(-
2

π
) ≠ f(

2

π
 ما داریم :  (

 > 4 > 1   متمادي است و داریم: fتابع 

5 

 

 

 نقطه نقطه ګراف ساین میاشد.

به ان  ۱ضرب و  ۲اګر این ګراف در 

 علاوه شود مان ګراف مثال ما میباشد.

) cاین به معني است، که  , )
2 2

 
    موجود است، براي ان کهf(c) = 4   دقمیکند.ص 

 f(c) = 2 sin c + 3 = 4ه دست مي اید:   بپیدا نمایم، پس   cبراي این که 

2 sin c = 1 ⇒ sin c = 
2

1
 

              ⇒  c = 
6

π
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                           خواص تابع متمادی                                                                ۰۱      

------------------------------------------------------------------------------------  

  f(b)و   f(a)متمادي است،   [a,b]در انتروا ل   fازگراف واضح دیده میشود،که  

ه  بي به اساس جمله قیمت وسط  f(b)و  f(a)در بین   cعلامات متضادې دارد، پس  

K=0  کم اوکمه یکC  در بینa وb   موجود است، که ازان نتیجه مي گیریم f(c) = 0   . 

 میباشد.  f(x) = 0 یک حل مساوات   x=cاین به معني است، که 

 

 : ۱مثال

)(235 باشد: اگر  3  xxxf    پس نشان دهید، که تابع ،f   ،x – محور را در

 .دقطع میکن  (2.3)اینتروال   

 متمادي است.  [2,3]دراینتروال   fتاپع پولینوم است، پس     fحل : 

1923)3(53)3(

523)2(52)2(

3

3





f

f
  

(2)   به علامات  متضاد            (3)f f 

)داریم،که c)3,2(بدین اساس  ) 0f c   است 

 تعریف نه باشد. کوتاه: توابع غیر متادي انست، که در کوام جای

  ۶ – ۱تمرین 

 نشان دهید، که تابع  درنقطهداده  سده متمادي است.

4;
)2(

1
)()3

1;
2)(5(

3
)()2

2;)1(2)()1

3

22

2

53















x
x

xx
xh

x
xxxx

x
xg

xxxxf
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                    ۰۲خواص تابع متمادی                                                                         

------------------------------------------------------------------------------------   

( تشریح نماید، که چرا تابع ۰. 
x

23x
)(


Xf   درx = 0  .نامتمادي است 

 x  [2,3]  ,2 +   (  اگر  ۰
x

18
f(x) =  باشد، نشاد دهید، کهc  (2,3)    موجود، طور

       اید.را پیدانم  cمي باشد و  f(c)= 10که 

   

 (  ثبوت نماید، که براي مساوات زیر یک حل موجود است:        ۱

   

       x3 – 4x + 1 = 0; x [1, 2] 

,(باشد   
2

(;cossin)( 


 xxxxf۲  اگر  ) 

)در اینتروال    sin x + cos x = 0ثبوت نماید، که مساوات     ,  )
2


 ( .یک حل دارد 

: (  باشد ۱
2 2 ; 1 3

( )
13 2 ; 3 7

x x
f x

x x

    
 

  
 

 یک تابع متمادي است؟  x = 3در    fالف (  ایا  

)(0طور پیدا نماید. که  c)7,1(ب (  یک  cf  .باشد    

 

 " Chapter Summary "اول   مجموعه فصل
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ی                                                خواص تابع متماد                                          ۰۱     

------------------------------------------------------------------------------------   

 تعریف:   

برود. این به معني است، که    cبسته به یک عد حقیقي  x دارد، اگر  Lیک حد   f(x)تابع 

زیل مینویسیم :   طوربرود، و به   cبه  close toبسته   xمیرود    Lبسته به  f(x) اگر

lim ( )
x c

f x L


 

 

برود ،   cاز طرف راست یا چپ به    xداشته باشد ،اگر  L همان حد f(x) قصیه :  اگر

 است. L پس حد موجود است و برابر به 

 این را بدین طور مینویسیم:  

 خواص حد :

limحقیقي اعداد وي داسې چې     Mاو  c;Lتوابع وي،    gاو  fکه ( )
x c

f x L


  

lim  او   ( )
x c

g x M


 :نو دا په  لاندې توګه لیکلی شو ، 

1) lim
cx

( f + g ) (x) = lim
cx

 f(x) + lim
cx

 g(x) = L + M 

2) lim
cx

( f - g ) (x) = lim
cx

(f(x)–g(x))=lim
cx

f(x) - lim
cx

 g(x)=L–M 

3) lim
cx

( f   g ) (x) = lim
cx

 f(x)   lim
cx

 g(x) = L   M 

4) lim
cx










g

f
(x) = lim

cx g(x)

f(x)
 = 

M

L
; ( M  0 ) 

5) lim
cx

f(x) = L   

lim ( )
x c

f x L



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                      ۰۵خواص تابع متمادی                                                                       

------------------------------------------------------------------------------------   

 نزدیک میشود.  c، که به  xو بجاي تمام قیمتهاي  f(x)  0) براي  

1 رادیان داده شده باشد، پس داریم :به   xقضیه :  اگر
x

sinx
lim

0x




 

1به رادیان داده شده باشد، پس داریم:  xقضیه : اگر 
x

tanx
lim

0x




 

 

 تعریف : 

  f      یک  تابع  باشد، که براي تمامx     در همه ا اینتروال هاي باز، کهx=c   داشته باشد   تعریف

 میباشد. 

 متمادي  نامیده میشود ،  اگر  شرایط  زیرین را پور کند.    x = cدر  fتابع    

f(x)  lim(   اگر  ۲تعریف  باشد.          f(x)(  اگر   ۱
cx

 موجودباشد   

f(x) = f(clim(  اگر  )    ۱
cx

 صدق کند.    

)اگر  تابع  براي تمام   , )x a b     متمادي   باشد ، پس تابع  در اینتروال باز(a, b)      هم متمادي

 است.

  

متمادي  ( a, b )متمادي باشد، پس تابع  در تمام انتروال x  ( a, b )اگر تابع براي تمام 

 میباشد. 

اگر تابع از  متمادي است،  [ a, b ]تعریف : میگویم که یک تابع در یک انتروال محدود 

 و در انتروال واز  x = bمتمادي باشد و  از طرف چپ در    x = a طرف راست در 

   ( a, b )   .در هر قیمت متمادي میباشد  
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خواص تابع متمادی                                                                                      ۰۱       

------------------------------------------------------------------------------------   

متمادي باشد، پس توابع زیر  هرکدام شاد در  x = cدر  gو  fخواص توابع متمادي: اگر 

x= c  .متمادي میباشد 

 تابع f+gاول (  جمع توابعو  یعني   

  f-gدم(  تفریق توابعو یعني 

  f.g سوم(  ضرب توابعو یعنی  

چهارم( تقسیم توابعو یعنې   
( )

; ( ) 0
( )

f x
g x

g x
 

در بین   kمتمادي باشد و  a,b] [در انتروال محدود    fقضیه قیمت وسطي: اگر تابع

f(a)  وf(b)   یک عدد باشد، پس کم از کم در بینa   وb   یک عددc   ،موجود است

 صدق میکند.  f(c)=kبراي ان که   

 

 تمرینات فصل

 واب صحیح را انتخاب نمایئد.ج 

اگر  
2

lim ( ) 4
x

f x


   باشد، پس
2

lim(3 20)( 1)
x

x x


  :است 

 

a)  b) -5  c) 4   d) 3 

 ب(  دریابید:
1

2 1
lim

2 3 2x

x

x x



  
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a) 1  b) 2  c) 1   d) 
2

1
 

لیمیت را دریابید  -1
25

| 5 |
lim

3 2x

x

x x



 
 

 

a) 1  b) 5  c) -1   d) -5 

2- 
0

| |
lim
x

x

x
 است. 

a) -2  b) -1  c) 1   d) 2 

3- 
0

3 sin
lim
x

x x

x


 است. 

a) 2  b) -2  c) 1   d) 3 

4- 
2

22

6
lim

2x

x x

x x

 

 
 است. 

1 d)0 c)  
3

5
b)  

3

5
- a) 

5- 
1.4

lim [2 0.3]
x

x


 .است 

a) 1            b) 3              c) 0                       d) نشته 

1- 
0

sin 3
lim

tan 2x

x

x
 است. 

3

2
  d)

2

3
  c)0 b)1 a) 

7- 
4

4
lim

2x

x

x




 است. 
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4 d)     2  c)  2 b)  2+ 2 a) 

8- 
2

1 sin
lim

1 cos 2x x





 است. 

4 d)
4

1
  c)   

2

1
  b)1 a) 

 توابع زیر را جمع نمایئد.  -9

3 3
lim ( ) 5 & lim( ) 2
x x

f x x
 

   

)(1اگر    -10 2  xxf :باشد، دریابید 

0

(2 ) (2)
lim
x

f h f

h

 
 

تابع -11
3 ; 3

( )
10 ; 3

x b x
f x

x x

 
 

 
 را دریابید.   bمتمادي است،  3xدر   

)2نشان دهیدئ، که تابع   -12 ) 3 5f x x x    حل دارد. )2,1(در اینتروال 

 را حساب کنید.  ۵ – ۱لیمیتهاي توابع   - ۱۱

 

2 2

1 4 2

0 2 1

2 2

91 2 3

1) lim ( ) 2) lim ( ) 3) lim 2 3

4) lim | | 5) lim 6) lim 7

4 3
7) lim 8) lim 9) lim

2 9

x x x

x x x

x x x

x x x x x

x
x

x

x x x

x x x

  

  

  

  

 

 

 

 

اگر باشد:   --۱١









1;

1;2
)(

2 xx

xx
xf    
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 الف( گراف تابع  را رسم کنید.

lim)(ب( 
1

xf
x 

 دریابید . 

:  توابع که در یک عدد به طور مثال در صفر تعریف نه داشت باشد، چي نامدیده 15

 میشوده. 

دریابید:           16
1

5
32

5

lim
21 




 x

x
x

 

17--  
22

12
lim

24

2





 xx

x

x
 بشمارید.    

18--     

اگر  

22 1 ; 2

( ) 3 ; 2

3 ; 2

x x

f x x

x x

  


 
  

 بشمارید. 2xرا  xf)(باشد، پس متمادیت  تابع  

   

کجا یک تابع اختیاري بنویسید و گراف  تابع را رسم کنید و بپینید، که تابع در  -۱۵
      تعریف است و متمادیت شاد را نشاد دهید.

مطالع میکنیم، که ایا تابع در ساحه داده شده  متمادي یا  ۲ – ۲در پرسانهاي زیر   - ۲۱
 غیرمتمادي است.

0;
||

)()73;|3|)()6

3;
)3(

1
)()52;

52

8
)()4

1;
52(

3
)()33;)2(5)()2

32

2

2

72







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x
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تشریح  نمایئد، که چرا تابع  -۲۱
x

23x 
f(x) =  0درx رمتمادي است؟غی 
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اگر   -۲۲ 3,2,2
18

)(  x
x

xf  3,2(باشد، نشان دهید که(c  موجود است

)(10طوري که  cf  میباشد وc  .را دریابید       

 نشان دهید که براي مساوات زیر یک حل موجود است:   -۲۱

 2,1;0143  xxx 

,(باشد:   -۲١
2

(;cossin)( 


 xxxxf نشان دهید که مساوات

0cossin  xx    در اینتروال),
2

( 


 یک حل دارد. 

 وي دې:  -۲٢

2 2 ; 1 3
( )

13 2 ; 3 7

x x
f x

x x

    
 

  
 

 یک تابع متمادي میباشد؟ 0xدر   fالف(  ایا  

)(0ذوري دریابید که  c)7,1(ب(  cf .باشد    

 کوتاه:  توابع غیرمتمادي ان هستند، که در ندام جاي تعریف نه باشد. 

اگر    --۲٢ 









2
,

2
;3sin2)(


xxxf   باشد،  پس نشان دهید که











2
,

2


c 4،  دریابید  که براي این  موجود است)( cf  وc صدق میکند 

 مفمادي میباشد.  0xئد، که ایا  توابع زیر  در جاي الف:  مطالعه نمای ۲٢

 لپاره د 

 لپاره د

 لپاره د 

 لپاره   د

 لپاره  د
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 لپارهد

 لپارهد

 

  لپاره د

 

اگر    --۲٢









2
,

2
;3sin2)(


xxxf باشد، پس نشان دهید، که










2
,

2


c 

)(4ي ان که موجود است، برا cf صدق کند وc   .را دریابید 

 :  حد هاي زیر را بشمارید۲۲

lim
0x

 

6

π
x

)
6

π
sin(x





  lim
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xsin 2
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1
2
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   lim

0x

 sin5x cot 3x 
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2

1
x

 
1x4

1)xtan(2
2 


        lim

x 

 1cosxx2cos   

lim
1x

 (cos2 x + sin2 x)   lim
0

 




2

1
sin

 

lim
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



3sin

2sin
    lim

0x

 
x

x
2

π
cos
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0x

 
x

sinxtanx
    lim

0x

 
2

2

x

xsin
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lim
1x

 
1x

1)sin(x
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 
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1xsin
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0x
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
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25) lim
0x
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x7cosx3cos 
   26) lim
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π
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
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27) lim
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
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   Average rate of change  تغير قيمت وسطي تابع       

وي ور د  ماهیپر يا د سالنګ سرک څېره ) دا څېره که د کمپیوترکارانو سره            

  (  وادې چول شي

 

           

درین قسمت کتاب موضوع مهمي  ریاضيات را مطالعه ميکنيم، که ميتوان ان را       

لازم دیده ميشود، که  این شى بحث به حيث یک  یادداشت هسته  ریاضيات بناميم.  پس 

 بياوریم:

(    Averagerate of changeاگر از یک جاي به جاي دیگر از  تغير قيمت وسطي ) 

، هدف ازین ميل و یا بلندي تانجنت تابع ميباشد، دریک نقطه معين) هر کدام  حرف ميزنيم

و مي بينيم، که  به همين طور تقسيم تفاضل )  این دوکلمه به یک معني هستند( یا دو نقطه   

Difference quotient  .هم ) 

 ميگوید، که در ادبيات ما به اسم ميل یاد مي شود.  slopاین کلمات را در انگليسي  
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تغیر قیمت وسطي                                                                                    ۵۱      

--------------------------------------------------------------------------------- 

  میل گراف تابع در يک نقطه)بلندي(

) اله نوشتن پرواز در طياره(       (Flight barogramm) هواپيما یک اله  به نام  

ميباشد، یعني تابع ساخته شده، که بلندي طياره را رسم ميکند و این بلندي در اختيار زمان 

 که بلندي پرواز را رسم ميکند در اختيار زمان است.

 

 

   در گراف بالا  ارتفاع پرواز یک تياره در اوقات مختلف نشان داده شده.

 فعاليت :

مقایسه کنيد. به همين ترتيب ميل  Bبا نقطه   Aدر شکل بالا  ميل گراف را در نقطه   -

 مقایسه کنيد. Gبا نقطه  Eگراف را در نقطه  

را با ارتفاع نقطه   E و ارتفاع  نقطه   Bرا با  ارتفاع نقطه Aدر شکل بالا  ارتفاع نقطه   -

G .مقایسه کنيد 

 روشن سازید، که چرا در یک نقطه  باید از بلندي، ميل یا تانجنت حرف ميزنيم؟  -

ود تعریف کوشش کنيد، که  براي یافتن ميل گراف در یک نقطه یک طریقه یا یک مت -

 ميل را تعين نماید. B و  Aکنيد و  از شکل  در نقاط 

 وقت پرواز
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           ۵۱تغیر قیمت وسطي                                                                             

--------------------------------------------------------------------------------- 

 زیاد ميباشد؟  A نسبت به ميل در  نقطه  Bکنيد، که ميل در نقطه  ایا فکر مي-

از روي قيمت،  Eميل منفي است. درینجا در نقطه   Gو  Eایا فکر مي کنيد، که در نقاط  -

 ؟G ميلان زیاد است نسبت به نقطه 

 ایا  بلندي یک خط و به همين ترتيب یک منحني  در هر جاي فرق دارد یا نه؟ -

 نتيجه:

بينيم،  که در یک منحني ميل )بلندي( گراف در هر جاي یا هر نقطه برابر نيست ازین مي 

 . مطالع ميشودسبب باید نقطه را نشان دهيم، که دران جا ميل 

در مثال زیر روشن مي سازیم، که تنها ميل خط مستقيم در هرجا مساوي است، بدین 

 اساس درینجا ما از ميل یک خط صحبت مي کنيم.

 شود، که تعریف زیر عاقلانه است.دیده مي

 تعریف:

 در همان نقطه به ميل  تانجنت گراف مساوي است.   Pدر یک نقطه  ميل گراف یک تابع 

 

دیده ميشود، که در این جا تانجنت تعریف خط را دارد، که  در احاطه نقطه به امکانات  

 موجود، به مماس خوب نزدیک ميشود. 

 راف ميل یک خط مي باشد.از روي این تعریف ميل یک گ

 تانجنت
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تغیر قیمت وسطي                                                                                ۶۷          

--------------------------------------------------------------------------------- 

انجنت( رسم ميکنيم، که به گراف ط )تخدر هریک یک  B و Aبراي تعين گراف در نقاط 

 بسيار نزدیک شود یا تقرب کند.

 به کمک مثلث ميل، ميل  به طور ساده شمرده ميشود:

 :Aميل  در نقطه 

        

 :  Bميلان در نقطه  

          

 

 براي مثال ما ميل در یک نقطه معين به معني ميل سرعت لحظوي مي باشد.

 مي باشد،  ميلان سرعت نزدیک به min 12,5به  :  وقت پرواز نزدیک Aنقطه در

10 m / min   .مي باشد 

 m 19,5مي باشد ،  سرعت ميلان تقریبآ min 23,0:  وقت پرواز نزدیک به  Bنقطه در

/ min  .مي باشد 
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         ۶۹تغیر قیمت وسطي                                                                               

--------------------------------------------------------------------------------- 

تانجنت تا به حال فقط از روي چشمدید تعریف شده،  که در ساحه یا محيط نقطه مماس  

هم تنها به B و  Aبسيار نزدیک  ميشود. به این دليل ممکن بود، که ميل گراف در نقاط  

 عين گردد، این در عمل قابل  قناعت نيست.طور  تقریبې ت

 گراف یک تابع در یک نقطه :)بلندي(ميل 

مي فهميم ، که یک ریل بعد از حرکت از استادگاه  سرعت خود را اهسته اهسته زیاد 

ميکند. راه  طى شده) از استاد گاه( هميشه زیاد ميشود. دور شدن از استادگاه در 

 اختيار)تابع( سرعت ميباشد

 ز طریق مساوات زیر تابع نوشته کرده ميتوانيم.عمل ا

را براي مترتعين گردیده و مينوسيم:   sبراي ثانيه و راه   xدرینجا وقت 

 

 :  گراف تابع یا پاین شکل مقابل

 

 فعاليت:

م – ۱) ميل وسطي( در بين ثانيه  Averagerat of changeحالا  باید تغير وسطي - ۷

 م شمرده شود.– ۱و 

 .ده شودو ميل ان را  شمر شود م يرستاین قاطع یا سيکانت مربوط  براي - ۱

 م شمرده شود.– ٤م و – ۱حالا قيمت تغير ) ميل وسطي( در بين ثانيه  - ۱
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تغیر قیمت وسطي                                                                                    ۶۲      

--------------------------------------------------------------------------------- 

 ي باشد؟مدر ثانيه سوم قيمت تغير یا ميل چي قدر نشان دهيد که  – ۴

   Difference quotientتقسیم تفاضل  

 ميل یک خط بدون گرفتن مشتق  تعين شده مي تواند.

 را داریم.  y=f(x) = mx+aخط    

 تفاع(  یک خط  قرار زیر ميباشد:فرمول ميل یا بلندي)ار

x

xfxxf

x

xfxf

x

yy

x

y
m





















)()()()( 000101 

 

 ( :  secanteقاطع ) 

 قطع ميکند. P1و   0Pخط است که منحني را در دو نقطه قاطع 

 (: secanteميل یا بلندي قاطع  )

 يشود. این که قاطع هم یک خط است، پس  ،،ميل ) بلندي( ،،  هم به طور ميل شمرده م 

 .برای بلندي نوشته ميشود  Smدر زیر 

1 0 1 0 0 0( ) ( ) ( ) ( )
s

y y f x f x f x x f xy
m m

x x x x

    
    

   
 

  :تعریف

در یک احاطه  f(x)y یک تابع 
0xو در خود

0x  شده باشد، یک تابع تعریفx جدا از

0x .)مگر در محيط یک جاي دلخواه است ) شکل  دیده شود 

یا میل سیكانت موجود است، که قرار   Difference qutientپس  تقسیم  تفاضل یا  

   زیل مینویسیم:

     

0 0 0 0

0 0

0 0

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

    
   

   

 


y y f x f x f x x f xy

x x x x x x

f x h f x

h
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           ۶۱                             تغير قيمت وسطي                                                  

--------------------------------------------------------------------------------- 

 

 :f  براي تابعفرمول 
h

xfhxf )()( 
   . 

  xدر بين دو نقطه شمردن ميل ميباشد.  این نقاط بالاي محور    fاین فرمول در گراف 

 ميباشد .  x  ،hxنقاط 

 تقسيم تفاضل براي تعریف مشتق به کار مي اید.

 مثال :  

)(453تابع   2  xxxfy .داده شده باشد. تقسيم تفاضل این تابع را دریابيد  

536

536

453455363

)453(4)(5)(3)()(

2

222

22














hx

h

hhxh

h

xxhxhxhx

h

xxhxhx

h

xfhxf

 

 تمرین: 

 را تعین نمایئد.  Qو  Pیم تفاضل در نقاط قیمت تقس   -- ۱
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                                                           شمردن مشتق                           ۶۴         

--------------------------------------------------------------------------------- 

  a )    P(3,2)  ,  Q(5,4)         b )   P(2,4)  ,  Q(3,1) 

0xدر جاي   – ۲ x  بلندي  تانجنت تابعf ..را تعینن نمایئد 

2 2

0 0) ( ) , 2 , ) ( ) 0.5 , 3a f x x x b f x x x    

 زیر تقسیم تفاضل و مشتق  چي مي فهمیم و در بین این چه فرق موجود میباشد؟   -- ۱

ي تانجنت چي میفهمیم؟ و در یک تابع چي میفهمیم و زیر بلند (قاطعسیکات)زیر   --١

  بین این کدام روابط برقرار است؟

 

   Diffrentialcaculation مشتقشمردن 

 

 فعالیت:

tcons کنید،  مثل  که در یک میل ثابتفکر
x

y
a tan1 




    به طور مثال در یک  ،

)(01  یا لاینيتابع خطي  axaxf     میل هست یا نه؟ 

ه اين میل کدام خواص دقت کنید، ک  -

خاص دارد؟ ايا میل در هر جا فرق دارد و 

 يا ثاٍبت میباشد ؟
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          ۶۸                                               شمردن مشتق                                    

--------------------------------------------------------------------------------- 

اوقات مختلف ضرور میبینید ،  که  درحالت  تغیر) حالت میل(  حالت حرکت تابع ایا در 

 را تحقیق کنید؟

)(و یا ازین سبب سرعت لحظوی  - 0tv وقت تحقیق نماید؟ -در دیاگرام فاصله 

 ایا به کمک شمردن مشتق این پرابلم حل میشود؟-ا

یک جاي که پيش تعين ميل یک تابع د ر 

 داده شده به نام مشتق گرفتن تابع یاد ميشود

 

د در فکر گرفته شده  
0t 


       

راه که تا اين زما طي شده  
0s 


    

 به معني راه ميباشد.   Wegبه معني وقت و   Zeitیادداشت: در شکل فوق

 Differential caculationمشتق =  میل یک منحني  )

کانت تانجنت یبه یکدیگر لایتناهي نزدیک شود،  پس ازس  P0و   P1تانجنت:  اگر نقطه 

 جور میشود.
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                                                           شمردن مشتق                             ۶۶       

--------------------------------------------------------------------------------- 

 کانت میاشد.یمیل س Limit„ میل تانجنت: میل تانجنت حد ،، لیمت ،

x

xfxxf

y

xfxf

x

y
m

xxx
t


















)()(
lim

)()(
limlim 00

0

01

00
 

 

 فعاليت :

 از شکل بالا  و از تحقیق مربوطه  براي مشتق چه فکر مي کنید ؟  – ۱

  )مشتق( چه مي فهمیم ؟  derivativeزیر کلمه     – ۲

 دري ساده چي معني دارد؟ و این به

از تقسيم  تفاضل چطور به مشتق مي ایم؟  درین بابت به استفاده از شکل بالا  نظر   – ۱

 خود را اظهار 

 نماید.       

بگوید، که چرا این حساب یا شمارکردن جدا کردن یا مشتق ناميده  ۱از  فعاليت   – ۴

 ميشود؟

نو است، پس ازین بابت این چند  derivativeدقت: مثل که در پيش اشاره کردم، کلمه 

به معني مشتق یا جدا کردن است، که ما  این را   derivativeنقاط را در نظر ميگيریم :   

 مشتق مي ناميم.

 

-x0xاگر  در تقسيم تفاضل  تابع    )و )همينطور 0x    )و یا )به همين ترتيب

 0h   یک حد داشته باشد , پس تابعf(x)y    در جاي
0x x    قابليت  مشتق

 دارد ، و براي این مينویسيم:   

0
0

0
0

0
0

0 0 0 0

0 0

( ) ( )
( ) '( ) lim lim

( ) ( ) ( ) ( )
lim lim ;......(20.7)


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
   

 
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
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x x
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x h

f x f xdy y
f x

dx x x x

f x x f x f x h f x

x h
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--------------------------------------------------------------------------------- 

   این  ليميت  را به اینطور نشان ميدیهيم :
0

( ) '( );..............(20,8)x x

dx
f x

dy
   

xfy)(( تابع  ,Derivativمشتق) 0xدر جاي    یک راه دیگر  مستقيم یا  منحني  ،

 .طور دیگر   را جدا ميکند
 

 یک مثال:   براي شمردن ساده مشتق

)(23مشتق تابع  2  xxxf :را ميخواهيم پيدا نمایم 

 تقسيم  تفاضلي این قرار زیل  ميپاشد :

0 0 0

0

2 2

0 0 0 0

2 2 2

0 0 0 0 0

2

0

0

( ) ( )

(( ) 3( ) 2) ( 3 2)

2 3 3 2 3 2

2 3

2 3

y y f x x f xy

x x x x

x x x x x x

x

x x x x x x x x

x

x x x x

x

x x

   
 

  

        




          




    




   

 

 مشتق بدست مي اید: 0xهمراه حد   

.32)32(lim)(' 00
0

0 


xxxxf
x

 

 

 براي این تعریف زیر را ميدهيم:

 

f(x)yاگر یک تابع    در جاي
0x  داشته باشد، پس خط زیرکه از نقطه مشتق قابليت

0 0( , )x y ميګزرد و ميل شان (́ ) tanf x   :باشد قرار زیل نوشته ميکنيم  

'0
0 0 0 0

0

( ) '( ) '( )
y y

f x y f x x y f x x
x x


    


 

و در نقطه 
0 0( , )x y تانجنت منحني داده شدهf(x)y  )ناميده ميشود) مقایسه شکل 
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--------------------------------------------------------------------------------- 

 

 

 

 

 

 

 

 در پایئن  شمردن مشتق چند توابع ساده و اساسي را  زیر بحث ميگيریم.

 : ۷مثال 

 مشتق یک ثابت : 

 .ما تابع زیر را داریم، که قيمت شان  یک ثابت ميباشد      

    Constcf(x)y                      پس براي هر جاي ،ثابت
0x  :داریم 

 

0

0 0 0

0

0

( ) ( ) ( ) ( )
0

( ) '( ) 0

   
   

 

  x x

f x f x f x h f xy c c

x x x h h

dy
f x

dx 
)یک تابع خطي  : ۱مثال )f x x داده شده باشد 

در جاي
0x مشتق هم: ميخواهيم مشتق تابع را دریابيم و تابع 
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--------------------------------------------------------------------------------- 

')(1پس   0 xfدر جاي
0x  0تابع مشتق  و مشتق تابع است' ( ) 1f x 0'( ) 1f x   است

 یعني یک ثابت ميباشد.

 :  ۱مثال 

)(.)(مشتق تابع  xucxfy   همراه یک ثابتc . 

 قانون ثابت: 

یک تابع، که  از ضرب یک تابع ساده و یک ثابت بدست امده باشد، برابر است به مشتق 

)(.)(ضر ب شده باشد یعنې از =c تابع ساده، که به یک  ثابتې xucxfy      :داریم

)('.)(' xucxf  

 ثبوت: 

x

xuxxu
cxf

x

xucxxuc
xf

xucxf

x

x









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
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)()(
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)(.)(
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0
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0
0

00

 



)(')('

)()(
limlim)('

00

)('

00

00
0

0

xucxf

x

xuxxu
cxf

xu

x

c

x









   

 تمرين:

 زیر تقسيم تفاضل و زیر مشتق چه مي فهميم؟    -

 .روابط پين تقسيم تفاضل و مشتق را نشان دهيد  -

 و تانجنت چه میفهمیم؟ (سکانتقاطع)زير میل    -
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--------------------------------------------------------------------------------- 

 

در شکل منحني سرخ تابع، 

محني سبز مشتق تابع و 

خواهيمدید، که ازهمين دليل تابع 

 مشتق هم ميباشد.

 

 

 

 فعاليت :

 مشتق تابع یعني چه؟  x0در جاي   – ۷

 بعد از مشتقگرفتن یک تابع این مشتق را چه ميناميم یا چه بناميم؟   - ۱

و درجه این  اگر مشتق تابع را   تابع مشتق بيناميم، واضح نمایئد، که چرا تابع است  – ۱

 تابع به درجه تابع اول مقایسه  نمایئد.

 ایا ازین فرق  کلمه مشتق واضح کرده ميتوانيد؟

 براي واضح ساختن این از مثال زیر کار ميگيریم:
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--------------------------------------------------------------------------------- 

)(2: تابع   ۷مثال xxfy     .داده شده باشد 

0xxميخواهم  در جاي     20و بالخصوص در جاي x    پيش از همه چيز تقسيم

 تفاضل را دریابيم.
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  
   

 
 

 حالا  از طریق بدست اوردن ليميت به  ضریب مشتق مي  ایم:

00
00

0 2)2(limlim)(' xxx
x

y
xf

xx








 

00پس   2)(' xxf   20داریم و براي x   2(422قيمت(' f.صدق ميکند 

20در جاي   x2مشتق اول تابع)( xxfy    مساوي است، این به این معنی که    4به

20تابع در جاي   x  دارد.  4ميل 

 نتيجه شان:

ميتواند از طریق گراف تابع امتحان شود، طور که تانجنت در نقطه 
)4|2()|( 0000 PyxP  
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 ترسيم کنيم  و از مثلث ميل، بلندي)ميل( بدست بياوریم.

)(2در مثال باالا :  xxfy   

در هر جاي دلخواه 
0x   تابع را  پیدا

 میکنیم: 

00

2 2)(')( xxfxxfy  

 

 

xxfگراف یک خط رسم ميکند،و  2)('    

 مشتق تابع ناميده ميشود 

 

یاداشت  : اگرمشتق یک تابع گرفته شود، 

یک تابع  بدست مي اید و  هم پس بار دیگر

 این تابع مشتق ناميده ميشود.

  

 

: قيمتهاي  تابع  در هر نقطه،   تابع  داده شده )اساسي( را ترسيم ميکند، ازین تابع  مشتق  

 لحاظ این  تابع ميل هم  ناميده ميشود.  

)(3تابع   : ۱مثال  xxf    .داده شده باشد 

)(3فعاليت: شاگردان عزیز  گراف تابع  xxf      .را رسم کند 

 دریابيم  و به همين طور تابع مشتق. 0xتابع بالا را در نقطه   ما ميخواهيم مشتق
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2پس   

00 3)(' xxf   0در نقطهx   3مشتق تابع)( xxf   .ميباشد 

2تابع مشتق به اين قرار است:   

00 3)(' xxf    

يک تابع  ۳مثال 
x

xf
1

)(   .داده شده 

 .الف: گراف تابع زیر را به یاد بیااورید

مشتق تابع را پیدا مي کنیم و تابع   0xدر نقطه   

مشتق: 
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0xبراي     م:میګیریملیمیت مساوات با لا 

 
2 20 0 0
0 0 0 0

1 1
lim lim ( ) lim
x x x

y

x x x x x x x     


   

    
 

0پس داریم:   2

0

1
'( )f x

x
    0در جايx    مشتقf  د .ميباش 

 پس تابع  مشتق قرارزیل است: 
2

1
'( )f x

x
  

 :تابع و مشتق تابع  کميات وضعيه

)(14تابع )سرخ( :  23  xxxxf  

')(423مشتق تابع :   2  xxxf    

مشتق یک تابع  نيزتابع است. ما این را 

 تابع مشتق و یا  تابع ميل مي ناميم.

 

 

        تمرینات:

 معدلات زيل مشتق توابع و توابع متق را دريابید در

54.03)()
1

2

1
)()

)()134)()
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234
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   --------------------------------------------------------------------------------- 

 و خواص انو عمود  جنت تان هایتعریف

                                                             

یک   P1 و  P0نقاط  شکل رو برودر 

 ن ميدهدمنحني و یک قاطع را نشا 

حرکت    P1 به طرف نقطه  P0 که نقطه 

 دهیم.

یادداشت:  به این صورت  قاطع  میل خود 
 را تغیر میدهد.

 

 P0 به نقطه  P1م، که نقطه  ميخواهيبالاخره 

لایتناهي نزدیک شود، قاطع درینجا به   

 تانجنت نزدیک ميشود.

  P1اطراف نقاط شد، که مکمل شناخته اګر 
به   P1 را بزگ میسازیم:  اگر نقطه P0 و

P0  لایتناهي نزدیک شود، پس دیده
همین   P0 میشود، که تانجنت در نقطه 

نحني در حالت را اخطیار میکند، مثل که م
 .  P0 نقطه
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     --------------------------------------------------------------------------------- 

 فعاليت: 

ر باره ميل فکر کنيد، که کدام بلندي زیاد اشکال بالا را به هم مقایسه کنيد و د   – ۷

 ميباشد؟

 تانجنت را تعریف نماید و در شکل بالا نشان دهيد. – ۱

 را تعریف کنيد و  در شکل بالا انرا نشان دهيد.  (کانتيسقاطع ) – ۱

 

در زیر فرمول عمومي تانجنت و نورمال)عمود( را برون نویس 

 ميکنيم:

),)((را در نقطه  xf)(شروع : تانجنت گراف  00 xfxP  )لمس کند.  عمود )نورمال

),)((را در نقطه   xf)(گراف  00 xfxP .عمود قطع کند 

ttمساوات تانجنت :   bxmxt )(     

'0به  ( )tm f x  1(  :نوشته ميکنيم()(')( 0 tbxxfxt    

),)((براي این که 00 xfxP :یک نقطه تانجنت ميباشد، پس این نتيجه را ميگيریم 

000
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)(')(

)()(')()(

xxfxfb

xfbxxfxfxt

t

t




 

 ( جا به جا ميکنيم، پس داریم:۷در  )

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0

( ) '( ) ( ) '( ) '( ) '( ) ( )

'( ) ( ) ( )

t x f x x f x f x x f x x f x x f x

f x x x f x

         

   
 

 عمود )نورمال( به منحني درهمان نقطه، که تانجنت دران واقع است، عمود مي افتد.
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   --------------------------------------------------------------------------------- 

 ميل  نورمال:
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 مثال  :  

2تابع  

4

1
2)( xxxf  داریم را. 

 تانجنت و عمود)نورمال( تابع را بيابيد:

 حل:

 مشتق تابع را قرار زیل ميشماریم و گراف شان را) در زیر رسم شده( رسم ميکنيم:    

xxfxxxfپس داریم:  
2

1
2)('

4

1
2)( 2   

 دارد. 3 قیمت 0x ميل تانجنت در نقطه

5)2(
4

1
)2(2)2()(

23
2

1
23)('

2

000





fxf

xxxf

 

)5,2( در نقطه P تانجنت بالاى )(xf 3 قيمت  دارد. 

                  
2

0 0 0

1 1
( ) 2 '( ) 2 , (2, (2))

4 2

( ) '( )( ) ( )

f x x x f x x P f

t x f x x x f x

    

  
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20در جاي  x  :داریم 

1323)2(1)(

1122
2

1
)2('314)2(

4

1
22)2(

)2()2)(2(')(

2







xxxxt

ff

fxfxt

 

 دریافت عمود یا  نورمال:

)()(
)('

1
)(

))2(|2(,
2

1
2)('

4

1
2)(

00

0

2

xfxx
xf

xn

fPxxfxxxf





 

 

20در  x :زیر را ميدهد 

2

1
( ) ( 2) (2)

'(2)

1 1
(2) 2 2 (2) 4 1 3 '(2) 2 2 1 1

4 2

1
( ) ( 2) 3 2 3 5

1

n x x f
f

f f

n x x x x

  

           

           
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   --------------------------------------------------------------------------------- 

 :مساوات عمومي تانجنت و عمود

 لرو.  مثال) یا قضيه؟(:  تابع   

 ميل تانجنت :

همان معني دارد، مثلي  که ميل  ه ميل گراف یک تابع در یک نقط

 تانجنت  درین نقطه.

 و مشتق تابع را دقيق در فکر ميگيریم.  f(x) ما تابع

 را داريم.  مربع تابعما 

 مشتق تابع 

 جدول قيمتها:

 

 است.  S(-1, 0,75)خوانده ميشود، که  رآس مربع تابع  f(x)  از جدول قيمتهاي 

 ميباشد  : f’(-1) = 0 قيمت ميل تابع  x=-1براي قيمت 

 صفر ميباشد.  f’(x)این به معنی است، که در نقطه رآس ميل

هم  این معنی دارد،  که صفر است،  این درانجا افقي حرکت ميکند. یعنی به   Sتانجنت در 

 موازي حرکت ميکند.   xمحور 
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 گرافها:

    

 مثال:  

772)( 23  xxxxf       :تابع لرو 

)2,)2((را در نقطه  xf)(تانجنت  را پيدا شود،  که گراف   fP ميکند، لمس 

333633)2(3)(

3722816)2()(

312824)2(')('

)())((')(

2))2(|2(1146)('772)(

0

0

000

0

223











xxxxt

fxf

fxf

xfxxxfxt

xfPxxxfxxxxf

 

),)((تانجنت وعمود  در نقطه  xf)(در گراف تابع   نتیجه: 00 xfxP  دارد شکل زیر را. 
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                     ۵۷   و خواص انو عمود  تانجنت  هایتعریف                               

   --------------------------------------------------------------------------------- 

 

0)(';)()(
)('

1
)()()()(')( 000

0

000  xfxfxx
xf

xnxfxxxfxt




 

  

 تمرینونه:  د لاندې توابعو گرافونه وکاږئ، د تانجنت او د عمود مساوات ولیکئ.  

2

3
25)(

13
5

2

1

2

1
)(

296)(

0

23

0

23

0

23







xxxxxf

x
x

xxxf

xxxxxf

 

 

 

   قوانين شمارش مشتق 
 

 

و لیمیت اجرا گردیده،  په همین  شمارش مشتق  طور که در اعداد، ترادفها،قوانین 

 ترتیب در مشتق هم این قوانین اعتبار درارد.

نشان خواهيم داد، که جمع،تفریق، .... مشتقها، مشتقهاي جمع،... ميباشد) در حالت تقسيم 

 مخرج باید غير مساوي به صفر باشد(

 

 فعاليت :

xxxfاگر   )(2و  )(2 3  xxg  باشيم، داشته))'()(( xfxf   در باره د 

 

 تانجنت مساوات عمود مساوات 

 ارتفاع
 ارتفاع
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    --------------------------------------------------------------------------------- 

))()((,))()'((ریافت xgxfxgxf  و)'
)(

)(
(,0)(

xg

xf
xg  .فکر کنيد 

 

                                

 جمعې(:  قاعدهقضيه )

تشکيل شده باشد، پس مشتق شان  xv)(و xu)(حاصل جمع دو توابعو  xf)(اگر یک تابع 

 یعنې:هم از حاصل جمع هر دو   تابع  تشکيل شده، 

)(')(')('

)()()(

xvxuxf

xvxuxf




 

 

 حل:

   

   

)(')(')('

)()(
lim

)()(
lim)('

)()()()(
lim)('

)()()()(
lim)('

)()()(

00

)('

00

0

)('

00

0
0

0000

0
0

0000

0
0

000

00

xvxuxf

x

xvxxv

x

xuxxu
xf

x

xvxxv

x

xuxxu
xf

x

xvxxvxuxxu
xf

xvxuxf

xv

x

xu

x

x

x





















































    

 

  

  مثال: 

2ابع واگر ت  2( ) 5 3 , ( ) 5 , ( ) 3f x x x u x x v x x    داشته باشيممشتق شان را

 .دریابيد
2 2( ) 5 3 , ( ) 5 , ( ) 3

'( ) 10 '( ) 3

'( ) '( ) '( ) 10 3

f x x x u x x v x x

u x x v x

f x u x v x x

   

  

   

 

......12فعاليت:  اگر ،f،f،fn 12توابع و.... ،k،k،kn   اعداد ثابت  باشد ، پس نشان دهيد که

 :بون ثبوت( داریم

 عمود مساوات 
 تانجنت مساوات
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                    ۵۱     قانو شمارش مشفق                                                        

  --------------------------------------------------------------------------------- 

)(.....)()(

])(.....)()([

2211

2211

xfkxfkxfk

xfkxfkxfk

nn

nn




 

 دو توابع باشد، پس نشان ميدیهيم که:   g(x)و  f (x)قضيه ) قاعده ضرب(:  اگر 

(f(x).g(x))'=f(x)'.g(x)+f(x).g'(x) 

 ثبوت: 

0به اساس تعویض فورم مناسب  یعني اگر در صورت   0( ) ( ) ( ) ( )f x g x f x g x    جمع

 نمایم، زیر را بدست مي اوریم:

0 0 0 0 0 0

0 0

0 0 0

0

0 0
0

0 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ( ) ( )) ( ) ( )( ( ) ( ))

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

f x g x f x g x f x g x f x g x f x g x f x g x

x x x x

f x f x g x f x g x g x

x x

f x f x g x g x
g x f x

x x x x

   


 

  




 
   

 

 

 :عنې ليميټت هردو طرف را کيګيریم از بالا بدست مي اید

0

0 0 0

0 0

0

0 0
0

0 0

0 0 0 0

( ) ( ) ( ) ( )
lim

( ) ( ) ( ) ( )
lim lim ( ) ( ) lim

( ) ( ) ( ) ( )

x x

x x x x x x

f x g x f x g x

x x

f x f x g x g x
g x f x

x x x x

f x g x f x g x



  





 
   

 

  

 

 مثال:

)و g(x) = x²-1اگر   )h x x داشته باشيم،  پس مشتق( ) ( ) ( )f x g x h x   را ميخواهيم

 دریابيم.

 ثبوت : طور زیر به پيش ميرویم:

2 2

2

1 5 1
( ) ( 1) , ( ) 2 ( 1)

2 2
f x x x f x x x x x x

x x
       
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    --------------------------------------------------------------------------------- 

 قضيه تقسيم)قانون تقسيم(:

 f  وg   :دو توابع  باشد.  ميخواهيم ثبوت کنيم که 

 2

/

)(

)()()()(

)(

)(

xg

xgxfxgxf

xg

xf 









 

 ثبوت:  

  

 

 

      
hxghxg

hxgxfxghxf

h )()(

)()()()(
lim

0 






    

 
0

1 ( ) ( ) ( ) ( )
lim

( ) ( )h

f x h g x f x g x h

g x h g x h

   
  

 

 

)()()()(ميخواهيم xgxfxgxf   :به صورت جمع نمایم، پس داریم 

 
h

hxgxfxgxfxgxfxghxf

xghxgh

)()()()()()()()(

)()(

1
lim

0









    

]
)()(

)(lim
)()(

)(lim[
)()(

1

00 h

xghxg
xf

h

xfhxf
xg

xgxg hh








 

 
  







 





 h

xghxg
xf

h

xfhxf
xg

xg hh

)()(
lim)(

)()(
lim)(

)(

1

00
2

   

 

 
 

 22
)(

)()()()(
)().()().(

)(

1

xg

xgxfxgxf
xgxfxfxg

xg


 

                                          

0)(
)(

)(

)(

)(

lim
)(

)(

0























xg
h

xg

xf

hxg

hxf

xg

xf

h
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                  ۵۸       مشفق   توابع الجبري                                                     

  --------------------------------------------------------------------------------- 

 مثال: 

مشتق تابع   
4

)(
2

2




x

x
xf    ²) که 4 0x    شد(  را ميخواهيم دریابيم.با 

)(2حل: اگر      xxg   4و)( 2  xxh :وضع شود، پس بيدست مي اید 

                             
xxh

xxg

2)(

2)(




 

 و از قانون تقسيم داریم:

22

22

22

2

]4[

8

]4[

2.)4(2

)]([

)()()()(

)(

)(
)(


























x

x

x

xxxx

xh

xhxgxhxg

xh

xg
xf

 

 تمرینها: 

داشته باشيم،  پس مشتق   جمعې،   g(x) =5x³ - 3x +4و   f(x)= 3x² +5x -8اگر   

)ضرب و تقسيم  ) ) 0f x  .توبع را از راههاي مختلف ، اگر ممکن باشد، دریابيد  ) 

 مشتق  توابع  از روي قانون  توان دریابید.   -

 

 مشتق توابع  الجبري

  

 ابع  الجبري و توابع غیره :وتتعریف 

جبري نامیده میشود، اگر قانون ترتیبش از طریق مساوات داده یک تابع اساسي ال – ۱

شده باشد، که در ترمها به مساوات متحول فقط عملیه هاي الجبري)جمع،تفریق، ضرب، 

 تقسیم) که  مخرج شان صفر نه باشد(، طاقت، جذر گرفتن)که اکسپوننتهاي طاقت و 
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    --------------------------------------------------------------------------------- 
 مثبت و اعداد تام میباشد( به کاربرده شد..   

و  ولوګاریمی -توابع غیر الجبري ترانسسندنت نامیده میشود، مثل توابع اکسپوننشل،  - ۲ 

 توابع زاوایا) توابع مثلثاتي(.

یک تابع الجبري  راشنل یا کسري ناميده ميشود،  اگر قانون ترتيب شان به یک  – ۱

مساوات  داده شده باشد، در ان که  قوانيم تا لایتناهي عمليات شمردن ))جمع،تفریق، 

و ضرب، تقسيم)که  مخرج شان صفر نه باشد( طاقت و جذ گرفتن)اکسپوننتهاي طافت 

 به کار برده شده باشد.« جذر باید مثبتو  اعداد تام باشد( (  )   

 فعاليت :      

 اگر به شکل  f(x)تابع     - 

     1

1 1 0( ) ...n n

n nf x a x a x a x a

     

inبه  N a R    .نوشته شده باشد، چي ناميده ميشود 

 v(x) = 3x + 6و     u(x) = x² + 4x + 4داریم :        -

مثل    vو uبه شکل تقسيم   دو توابعو   fتابع 
( )

( )
( )

u x
f x

v x
   به( ) 0v x    .نوشته کنيد 

را بگيرید   و بعدآ  ;u vساحه تعریف تابع را نشاد دهيد  و باز مشتق هر یک از تابع  - 

 نيد.تقسيم مشتقها را نشان دهيد و تقسيم  مشتق به مشتق مقایسه ک

 

xxfتابع   مثال: )(   0داده شده. در نقطهx  مشتق  تابع را دریابيد و تابع مشتق را

 نشاني کنيد.

 ثبوت:
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
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  -------------------------------------------------------------------------------  
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0
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111
limlim)('

xxxxxxx

y
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

















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


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xxfمشتق تابع   0x پس در جاي )(  :مشتق تابع ميباشد
02

1
)('

x
xf . 

اسشس درسهاي گزشته به 
x

xf
2

1
)('  .تابع مشتق ميباشد 

 

)مشتق توابع قسم ) ;qf x x q Q         : 

 از طریق شمردن نتایج زیر بدست مي اید: 

 تابع مشتق تابع                           تابع                                         

2

1

2

2

1

223
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1
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
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xxfxxfxxf

xxfxxfxxf

xxfxfxxf

 

اگر پنج  مشتقهاي بالا را به همدیگر مقایسه نمایئم، پس حدس زده ميشود، که قوانين 

 ساختار زیر بدست مي ایدکه:

 : (بدون ثبوتد توان قانون )

 به شکل ضریب نوشته مشود. xاکسپوننت پیشین متحول    – ۱

 (   اکسپوننت جدید همان اکسپوننت پیشین منفي یک میباشد. ۲

1)(')(  qq xqxfxxf   باQq 
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مشتق    مثال :
2

1
)(

x
xf   .را دریابيد 

ثبوت: 
3

32

2

2
2)('

1
)(

x
xxfx

x
xf   

)(43مثال :  مشتق تابع  xxf   .را دریابيد 

 ثبوت:

33

344

1243)(')('

4)(')(33)(

xxxucxf

xxuxxucxxf




 

 دریابيم:  x =2را در جاي   f(x)مثال:  ميخواهيم مشتق تابع 

 حل:

uxu
x

y
uf

xu
x

fxuf

x

y
ux

x
x

y
f

x
x

fxf

x

y
x

xxf

xx

xx

2)2(limlim)('

2
)2()(

:

4)4(limlim)2('

4
)2()2(

:2

3)(

00

00

2








































 

مثال: مشتق تا بع  
1

( )
1

f x
x




 را دریابيد. x =2درجاي  

 حل: 
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200

00

)1(

1

)1)(1(

1
limlim)('

)1)(1(

1)2()(
:

9

1

3(3

1
limlim)2('

)3(3

1)2()2(
:2

1

1
)(




































































uuxux

y
uf

uxux

fxuf

x

y
ux

xx

y
f

xx

fxf

x

y
x

x
xf

xx

xx
 

 

 : مثال

 ق یک توان ،  که اکسپوننت شان عدد طبيعي ميباشد:  مشت

…ما تابع 
ny=f(x)=x , n = 1 , 2, 3 , . ... ( 20 . 12 ):را داریم و ميخواهيم مشتق شان را دریابيم 

 : ما قرار زیر به پيش ميرویم.تثبو

 به اساس جمله  بينوم  در هر جاي 
0x :اعتبار دارد 

       

0 0 0 0

1 2 2

0 0 0 0

2 2 2

0 0 0 0

1 2 1

0 0

( ) ( ) ( )

...
0 1 2

1 ( 1)
...

2

( 1)
...

2

n n

n n n n n

n n n n n

n n n

f x h f x x h xy

x h

n n n nx x h x h h x
n

h

n n
x nx h x h h x

h

n n
nx x h h

 

 

  

   
 



    



 
      

 


   

 

nxyتابع   0hيبرا  در هر جاي
0x : به مشتق زیر، قابليت مشتق  دارد ، 
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0

n-1

x=x(dy/dx) =f'(x)=nx         ( 20, 13) 

 ثبوت دیگرگون مثال بالا به حيث تمرین باشد.

01تمرین: :  _  اگر یک پولينوم 

1

1 ...)( axaxaxaxf n

n

n

n  

     

RaNnبا    داده شده باشد، مشتق شان را دریابيد.  1

 ابع زیر را از روي قانون توان دریابید.مشتق تو   -

5 6

2 5

4 3

3

) ( ) ) ( )

1 1
) ( ) ) ( )

) ( ) ( )

1 1
) ( ) ) ( )

a f x x b f x x

c f x d f x
x x

e f x x f x x

g f x h f x
x x

 

 

 

 

 

 

 زنجيري( -مشتق توابع مرکب)
 

به    D(u)بسته شود، اگر تابع بیروني )قاعده زنجري(  ساحه تعریف  vمیتواند به تابع

 عناصر مشترک دا شته باشد.   W(v)ساحه تابع داخلي 

 براي این مینویسیم: 

u°v(x) = u(v(x)تابع  ، اگرf   بهy = f(x)=u(z)  وz=v(x)  .باشد 

 

 فعاليت:

))((_  در تابع زنجيري  xgf  ساحه تعریف و به همين قسم در باره ساحه تعریف تابع

 نظر خد را ابراز دارید.

_ بگویئد که قيمت تابع  )12())(( 2 xxxgf   3درجايx اي کدام است و ساحه ه

 تعریف کدام است و در باره مشتق گرفتن فکر کنيد.
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دلخوا در باره ساحه تعریف و به همين طور ساحه تابع نظر   در تابع مرکب )زنجيري(  

 خود را اظهار نمایئد.

 

  :را خواهيم مطالعه کرد  y = f (g (x))قابليت مشتق  تابع مرکب یا زنجيري     x = x o حالا در جاي 
  

                                 

 ( ) ( )

'( ) '( ) . '( )

f x f g x

f x f g g x



  

 مشتق داخلي     مشتق بيروني                                    

 

  براي این فرض ميکنيم که:

قابلیت مشتق را دارد.  این باید در یک   x = x0 در جاي    z = g(x)تابع داخلي – ۱

 متمادي باشد وي.  x0 ساحه تعریف شده معلوم 

 . h  ->  0 براي g ( x+h)  -->  g( xo) :  ما داریم

  ()به همید طور   0 0g x h g x k   

  . h  -> 0 براي    k  -> 0  طور که      

0در  y=f(z)اگر تابع بیروني   - ۲  0z z g(x )  مشتق داشته باشد.   

 : ميتواند به طور زیر داده شود  و فورم شان هم  تغير شود   y=f(g(x)  تقسيم تفاضل  

          

0 0 0 0

0 0

0 0 0 0

( ( )) ( ( )) ( ( )) ( ( ))

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
.

f g x h f g x f g x h f g xy

x h g x h g x

f z k f z g x h g x

k h

   
 

  

   


 

ميرود( ، پس این رواپط به مشتق    k  -> 0 برود )  به همين ترتيب      h  -> 0اگر

  :ميرود
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0 0 0( )

( ( )) ( ) ( )
. ;........(*)

    

       
        

       
o ox x x x z z g x x x

dy d g x df z dg x

dx dx dz dx
 

 

 

(  به  *انتخاب کنيم،  ميتوان،که فرمول  )     xرا   x = x0 اگر براي جا به جا )فيکس( 

 د:صدق کن    y = f ( z ) , z = g ( x) و برايقسم زیر به طور کوتا داده شود  

 . ;......................................(**) 

dy

dy dy dzdz
dxdx dz dx

dz

      

 در نظر 

  .باید ترتيب) تنظيم(  شود  x )z = g)  براي جاي  dy / dx دا شته باشيم، که    

فرمول  قاعده مرکب  ناميده ميشود و  با  فرضيه هاي بالا اعتبار دارد.   (   *این فرمول  )

را که  طرف راست از طرف چپ به این به طور ساده ميتوانيم به یاد داشته باشيم ، زی

 بدست امده. dzطور فورمال  به زیاد شدن  

 از ثبوت بالا جمله زیر بدست مي اید: 

  y = f( z) و تابع   x در   z = g(x)،  پس تابع    f(z)=f(g(x))داریم :   مرکب  قاعده

   xهم در     y = f ( g (x ) )قابلیت مشتق را دارد،  پس متصل به تابع   z = g(xدر)

 قابلیت مشتق را میباشد و این اعتبار دارد: 

' ( ( )). ' ( )

dfdy
dy dgdz f g x g x

dx dxdx

dz dg

   

)()())((کوتاه :    xgfxfog 

 

0 0 0( )

( ( )) ( ) ( )
.

o ox x x x z z g x x x

dy d g x df z dg x

dx dx dz dx    

       
        

       
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 مثال :   

 

 

 :به طور زیر یک تابع داده شده مرکب ميباشد   y = sin x² :    تابع  ۷۷.  ۱مثال

 y = sin z , z = x² 

 این هر دو توابع در هر جاي قابل مشتق است.  پس ازین دليل در هر جاي اعتبار دارد: 

sin ² sin ²
. cos .2 2 .cos ²

d x d z dx
z x x x

dx dz dx
   

  

 به  طرو زیر متصل داده شده.  y = sin² x  :    تابع   مثال

      y = z²  , z = sin x  

 درین جا هم هر دو توابع در هر جا قابليت مشتق را دارد.   پس بدین لحاظ در هر جا 

 اعتبار دارد:

sin ² ² sin
. 2 .cos 2sin .cos sin2

d x dz d x
z x x x x

dx dz dx
    

85مثال : مشتق تابع   )4()(  xxf  مارید!را پښ 

)(8حل: هرگاه  که  xxg 4و)( 5xxh  :را وضع ميکنيم، پس داریم 

                                                 ))(()( xhgxf  

                               )()).(())((()( xhxhgxhgxf  

 بدلون   
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74 8)(5)( xxgxxh  :است، پس داریم 

                              47547 .)4(405))((8)( xxxxhxf  

 تمرینها:

۷ -   
223 )14(

1
)(




xx
xh 

42اگر   - ۱ )23()( xxxf  باشدf  را دریابيد 

 مشتق توابع زیر را هم بګيرید

3 4

2 2

2 3

( ) (1 2 ) :1

( ) (2 1) : 2

1
( ) : 3

2

f x x

f x x

h x
x x



 

 


 

 

3

1
( ) : 4

1

( ) 3 1 : 5

z
h z

z

f t t






 
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 مشتق توابع مثلثاتي  
 

 

sin sin 2cos sin ....
2 2

cos cos 2sin sin ....
2 2

x y x y
x y I

x y x y
x y II

 
 

 
  

 

 فعاليت: 

 ایا ميدانيد ، که مساوات زیر مشتقهاي توابع اند.  

(sin ) cos :

(cos ) sin :

d
x x a

dx

d
x x b

dx



 

 

                                                                          
tan 1

'( )
cos²

d x
f x

dx x
  

ن را به ما در زیر  سه حالت مساوات بالا را ثبوت ميکنيم و ثبوت باقي  مانده  دیگرا

 شاگردان عزیز  مي گزاریم.

 

 است: f’(x)=(sinx)’ = cosxقضيه :   مشتق تابع  ساین  را ميخواهيم دریابيم،  

 براي ثبوت این  قضه در ورودي بالا دو فرمول اول به کار مي اید. 

0x تعریف دارد ،  پس براي تعينن دلخواه x براي هر    y=f(x)=sinxتابع ساین     

 بدست مي اید: 
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 :ليميت داریم  با در نظر داشت  حصه

 
 تابع ساین  در هرجاي ، با مشتق زیر، قابل  مشتق است:    

X)  به قوس  یا رادیان( 

قضيه :  به همين طور ثبوت مي شود، که تابع كوساین هم  در هرجاي  قابل مشتق است،  

 با مشتق زیر: 

X  به  رادیان   

b
h

xhx
x

dx

d

h
:

cos)cos(
lim)(cos

0





 

    از فرمول  دوم ورودي داریم: 

    

               ]

2

2
sin

).
2

[sin(lim

2
sin).

2
sin(2

lim

0

0

h

h

h
x

h

hh
x

h

h










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 از قاعده ضرب ليمت بدست مي اید :   

 

از مساوات بالا بدست مي اید: 
cos

sin
d x

x
dx

  

قابليت  مشتق را درا   f(x) = tanxقضيه :  مي خواهيم ثبوت کنيم،که تابع  تانجنت   

ميباشد و مشتق شان 
tan 1

'( )
cos²

d x
f x

dx x
   .است 

                                             
sin

(tan ) ( )
cos

d d x
x

dx dx x
  

               

2

2

2 2

2

2

cos (sin ) sin (cos )

cos

cos .cos sin ( sin )

cos

cos sin

cos

1

cos

d d
x x x x

dx dx
x

x x x x

x

x x

x

x





 







 

                

xxxfفعاليت :   شاگردان عزیز مشتق تابع  sin)( 2  !را  دریابد 

)(2یاد داشت:   xxg وxxh sin)(  .را وضع کنيد 

مثال:  ميخواهيم مشتق تابع  
180

cos
x

y


 یابيم.را در 

xxfحل:  عوض میکنیم : cos)(  و
180

)(
x

xg


 پس ،y                                 :به طور زیر نوشته میشود

))(( xgfy  

0
0

sin
2lim sin ( ) . lim sin 1 sin

2

2

h
h

h
h

x x x
h



       
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 حالا به اساس قاعده مرکب داریم:   

180
sin

180180
))(sin(

)
180

())((sco

)())((

x
xg

xxg

xgxgfy











 

 مشتق توابع زیر را دریابيد! 

 

           

fx

dx

bx

:))sec(sec(

:)13sin(

:tan 4

 

 

 ت داریم: :  به اساس قاعده مرکب و یک فرمول تابع  طاقaحل 

 

 

xx

bxxx

23

34

sectan4

:)(tantan4)(tan




   

)csc1(sec

seccscsec

sec)csc(cot)tan.(sec

:sec)(cotcot)(sec)cot.(sec

2

2

2

xx

xxx

xxxxx

cxxxxxx









 

exx

canxx

ax

:cossin

:cotsec

:2cos

2

2





xx

xx

xxx

2sin2cos4

2)).2(sin)(2cos(2

)2(sco)2cos(2)2(cos2






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)13cos(33)13cos(

:)13).(13cos(])13[sin(





xx

dxxx

 

)1cos2(sin

sincossin2

)sin()(sinsin2

:)(cos)(sin]cos[sin 22









xx

xxx

xxx

exxxx

 

 مثال : 

 را دریابيد.  f(x) = sinxچهار مشتق اول تابع    - ۷

f’(x) = cosx ; f’’(x) = -sinx ; f’’’(x) = -cosx ; (4)( )f x  = -(-sinx) = sinx  

      

 را دریابيد:   f(x) = x.sinxمشتق تابع   - ۱

 صرب  بدست مي اید.از قانون 

f’(x) = 1.sinx+xcosx=sinx+ x.cosx 

 

براي پيدا کردن مشتق تابع    – ۱
1

( ) sin ; 0f x x
x

    يریم:ګميرا از قانون مرکب 

و آز 
1

²
z

x
 وu(z) = sinz  :ئدست مي آید 

2 1
'( ) cos

³ ²
f x

x x
  

 

 تمرینها: 

 ریابيد.مشتق توابع زیر را د 
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                                                 مثلثاتيمشفق   توابع                     ۷۹۹           

      -------------------------------------------------------------------------------  

  

1

1
sin)()sin)()2sin2tan)()

sin)()cossin)()3sin)()

2

2








x

x
xffxxfexxxfd

xxfcxxxfbxxfa

 

)(sin)( براي تابع -- INnxxf n  .فرمول مشتق اول را نشان دهید 

 براي تابع تانجنت به کومک قانون ساین و کوساین  قانونن مشتق را نشان دهید.  --

)2هم صدق میکند:   f(x) = tanxنشان دهید که براي    -- ) 1 tan ( )f x x  . 

 تانجنت. از روي قانون تقسیم قانون کوتانجنت را دریابید و او هم از روي قانون   --

 چرا تابع ساین و تابع کوساین اختیاري بسیار قابل مشتق میباشد.    --

 

 استعمال مشتق در علوم طبيعي  

                                   

 ميباشد.  xاوقات زیاد در ریاضياتو توابع  اورده ميشود، که در اختيار یک  متحول 

 سي ميکنيم،  که در اختيار وقت ميباشد.در علوم طبيعي  اوقات زیاد توابع را برر

 مثل که در شکل راه زده شده  انداختن یک توپ )این پسانتر رړشن ميشود(

 فعاليت: 

شاګردان عزیز از درسهای فزیک  تعریف سرعت و عجله را بدهد و فرمولهای ره و 

 وقت، سرعت و عجله را بدهد..
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 ۷۹۷                              علوم طبيعي   استعمال مشتق در                               

-------------------------------------------------------------------------------  

  
براي تعجيل طور مساوي یک شي یي پرتاب شده  با سرعت....   مثال: 

0 4
m

v
s

   و  با

تعجيل 
2

1,8
m

a
s

  قانون 

          وقت قرار زیر ميباشد:   -راه  

0v  داده شده اعتبار دارد:که در بالا      S(t) = 0,9t²+4t 

   (tبه s ،  )ثانيه(s(t)   بهm ) )متر( 

 است   سرعت وسطي 

 سرعت لحظوی قرار زیر ميباشد:

 

دیاگرام)گراف( یک خط به دست مي اید، 

عني که  سرعت به قسم ثابت زیاد به م

بلندي)ميل( ثابت   ميشود. درینجا   

 تعجيل ميباشد.    است و 
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 استعمال مشتق در علوم طبيعي                        ۹۷۲         

-------------------------------------------------------------------------------  

 : ساوات زیر را صدق ميکندمتعجيل برای   

   

 

 

 

 در نظر داشته باشيد :  براي یک حرکت تعجيلي ثابت داریم:

atvtavattstvtvatts  )(')()(')(|
2

1
)(| 00

2 

داریم. براي به طور زیر هم   v(t)=s’(t)در زمان براي مشتق راه  vبراي یک سرعت  

  مينویسيم:

 فعاليت:

براي یک جسم متحرک دیاگرام  - ۷

 ن داده شده.)گراف(  فاصله و زما

 الف: این حرکت را تشریح نمایئد.

ب : دیاگرام)گراف( سرعت و وقت مربوط 

  را رسم نمایئد.

( یک سنگ به سرعت اوليه  ۱
s

m
v 70   .عمود به طرف بالا  انداخته ميشود 

2زمان است: -قانون فاصله

0
2

1
)( tgtvts    به

2
10

s

m
g    اف) را ګردول  روند

Round ot) 

 الف ( بعد از کدام زمان سرعت سنگ صفر ميباشد؟

 ب ( بلندي ميل که بلندي اعظمي باشد بشمارید.
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 ۷۹۱                              استعمال مشتق در علوم طبيعي                                 

-------------------------------------------------------------------------------  

  
 زمان را نشان ميدهد.–گراف فاصله  - ۱

 الف( از زندگي روزمره یک مثال را بياورید، که براي ان این حرکت درست باشد.

 چي مفهوم فزیکي دآرد؟ t > 3حرکت منخني براي 

ب ( براي حرکت،  گراف فاصله در 

 زمان طور زیر ميباشد:

tvtats  0

2

2

1
)( 

a   وv0  .را تعين نمایئد 

پ ( گراف تعجيل و زمان  مربوط را 

 رسم نمایئد و تشریح نمایئد.

 یک سرعت منفي، چي مفهوم دارد؟

 
 

 

 t( یک جسم که ازاد به طرف بالا انداخت میشود  طور حرکت میکند، که در زمان  ١

)(25فاصله tts   .را میزند 

 ظوي را نشان دهيد.سرعت لح  t=1;2;3در زمان  

 حل:  

 سرعت لحظوي به قيمت تغير لحظوي به معني زیر ميباشد: 

10510

510
)1()1(

:1














x

x
x

sxs

x

y
t
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 استعمال مشتق در علوم طبيعي                     ۹۷۴            

-------------------------------------------------------------------------------  

  

 عتبار دارد یا صدق ميکند: ا  براي    

 

 

  صدق ميکند:   براي  

 

 

 صدق ميکند:   براي  

 

 تمرین : 

پایئن گراف تابع   

و به  طور تقریبي در  ميدان   

فوتبال  منحني پروازې  توپ  را 

نشان ميدهد، که شکل زیر را دارا 

 ميباشد.

 

 

 

 پرسانهای زیر  را جواب دهيد

(c) ketabton.com: The Digital Library



 
 سرليک 110 

 ۷۹۸                                                مشتق درجه بلند                               

-------------------------------------------------------------------------------  

 الف:توپ کدام بلندي اعظمي را دارد و از نقطه شوت کدام فاصله را دارميباشد؟  

 ده به کدام فاصله پس به زمين مي افتد؟ب :  توپ از نقطه شوت ش

متره بلند. ایا توپ ازین جا بلند  ۱متره دور است و  ۰پ : ددیوار دفاع  از جاي توب زدن 

 پرواز ميکند؟

متر بلندي دارد.  به کدام فاصله این این شوت  ۲( به  xت :  توپ از تورلاین) محور 

 ازاد از گول زده شده؟

 

 درجه بلند  مشتق

مشتق درجه اول مشتقهاي درجه بلند هم موجود است، که از مشتق بعدي بدست  برعلاوه

 مي اید. 

بدست مي اید، که تابع مشتق دوم ناميده    f’’(x)تابع مشتق  f’(x)مشتق گرفتن  باز به 

 ميشود.

 مثال:

  

 .اوداسې نور  به مشتق سوم و دوام  باز مشتق گرفتن  

 

 گرفته شود دفعه مشتق  ۴    از تابع     
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   مشتق درجه بلند                       ۹۷۶        

-------------------------------------------------------------------------------  

 گراف تابع :  

  رسم کردن یک تابع به تابع مشتق مربوط:
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 ۷۹۱                                                 ق درجه بلندمشت                               

-------------------------------------------------------------------------------  

گراف تمامي توابع  در   

یک سيستم کميات 

 وضعيه 

 

 

 مثال:

 را سه مرتبه دریابيد   اول : مشتق تابع  

 

 سه مرتبه دريابید را   ع  دوم: مشتق تاب
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   مشتق درجه بلند                    ۹۷۱           

-------------------------------------------------------------------------------  

  

 

 ميباشد.  یعني   f(x)تابع مشتق  f(x)مشتق اول    :مجموعه

 ميباشد. یعني  f’(x)تابع مشتق  f(x)مشتق دوم  

 ميباشد. یعني   f’’(x)تابع مشتق  f(x)مشتق سوم  

 قابليت مشتق دلخواه را دارد. f(x)به طور خاص:   یک تابع دلخواه کسري 

 سه دفعه مشتق توابع زیر را بگيرید:   تمرین:

 

82524)(

7)(

64321)(

53)(

4)12()(

3123)(

24542)(

143)(

23

332

4

4

3

23

33

















xxxxf

xccxbxaxxcbaxf

xxxxxf

xxxxf

xxf

xxxxf

xxxxxf

xxf
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 ۷۹۰                                           مشتقتوتبع اکسپوننشل                               

-------------------------------------------------------------------------------  

  

  

 مشتق توابع اکسپوننشل      

 ساختار مساوات تابع

 

در روده  انسان کار را تکمیل میکند. اینها از طریق   Coli - Bakterienکولي باکتریا 

دقیقه خود را تجزیه  ۲۱تکثیر مییابد و زیر شرایط مساعد اینها در هر  تقسیم  حجرات

میکند. براي این عملیه یک جدول قیمت میسازیم و یک گراف را رسم میکنیم. درینجا 

 براي وقت به دقیقه میباشد.  xمتحول  

 براي تعداد باکتریا ميباشد.   yمتحول یا متغير 

 

 

 د دې تابع وليکئفعاليت :  

 

,هر تابع اکسپوننشل  یه : قض ( 0)xy b b    براي تمام اعداد ریئل قابل مشتق میباشد

lnxfو صدق میکند:  b b  
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   مشتقتوتبع اکسپوننشل                         ۹۹۷      

-------------------------------------------------------------------------------  

 ثبوت:   

0 0

0

0

0

0

0

0 0

0 0

0

0

0

( ) ( )
lim lim , ( )

lim

1
lim ,

x

x x x x

xx

x x

x x
x

x x

y y f x f x
f x b

x x x x

b b

x x

b
b x x h

x x

 







 
 

 







   



 

           0

0

1
lim

h
x

h

b
b

h


  

از بالا داریم   
1

log (1 )

h

b

b k

h k

  


 
 و حالا ازین بدست مي اید   

                  

0

0

0

0

lim
log (1 )

1
lim

1
log (1 )

x

k
b

x

k

b

k
b

k

b

k
k





 


 

 

 

logاز قانون لوگاریتم  داریم:     log nn x x      و بدست مي اید 

  

0

0

0

1

1 0

0

lim
log (1 )

1
, lim(1 )

log [lim(1 ) ]

x

k
b

x k

k
k

b
k

k
b

k

b k e

k







 


   



                                            

 از بالا بدست مي اید         
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 ۷۷۷                                      مشتقتوتبع اکسپوننشل                                      

-------------------------------------------------------------------------------  

 

                       

 0

0 0

0

0

1 1
, log

log ln

ln ; ;

' : '( ) ln ; '( ) ;

'( ) ln

x

b

b

x

x

x

b e
e b

b b x IR b IR

f f x b b D f IR b IR

f x b b





  

   

    

 

 

)قضیه : مشتق ) xy f x e   .را دریابید 

 ثبوت:

 

0ما این داسته را در فکر مي گیریم:   0 .
x x x xe e e

  

 

مطاعه میکنیم  xما براي  قیمت کوچک شده همیش 
1xe

x

 


 

 

 به اساس این ما بدست مي اوریم: 

 

 به اساس شمردن ما این  این معني دارد :  
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 جا به جا کنیم، پس داریم:  xبه جاى  0xاگر

 و     

)اکسپوننشل  تابع ) xy f x e  در حقیقت
! !( ) xy f x e   دمشتق دار 

 بدست مي اید.  xeپس تابع   xeیعنې  از مشتق تابع 

 لگه: لرو :یب

 03 ;)(;10)(:
2  IRbIRfDbxff x 

 د پورته تابع مشتق ونیسئ.

     '( ) ( ) ( ')D f D f IR D f IR    

 

03

103

2

2

103

;)(;6ln

;6ln

1036ln

)(')(')('

;6)('103)(

;ln)(')(

)]([)(

2

2

2





















IRbIRfDbxb

IRxxbb

xzxbb

xhxgxf

IRxxxhxzh

IRzbbzfbzg

xhgbxf

x

x

z

zz

x

 

 

 تمرینها
 

 د لاندې توابعو لومړى مشتق وټاکئ.
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 ۷۷۱                                                مشتق لوګاریتم                               

-------------------------------------------------------------------------------  

  
22 1 2 1

1

32

) ( ) 3 ) ( ) ) ( ) ( 1)

) ( ) ) ( ) ) ( )

1
) ( ) 2 ) ( ) ( ) ) ( )

4

) ( ) 1 ) ( ) ) ( )
1

x x x x

x n e kx

x xx

x x x
x

x x x

a f x e b f x e c f x x e

d f x e e f x x e f f x e

g f x h f x i f x x a

e e e
k f x e l f x m f x

e e e

   





     

   

   


   

 

 

 

 

 

 مشتق لوگاریتم

              
 

 قعاليت: 

 لوگاریتم را تعریف نمایئد -

 توان  را تعریف نمایئد. -

 روابط بين لوگاریتم  و توان را نشان دهيد   -

 :  قضيه

 مشتق تابع لوگاریتم: 

by=f(x)=logقضيه:  هر  تابع لوگاریتم  x  0براي, 0, 0b b x      قابل مشتق است و

صدق ميکند:  
1 1

( ) log
.ln

f x e
x x b

      

by=f(x)=logثبوت:  تابع  x   تنها براي x>0  تعریف دارد. در هر جاي كه x>0 ،باشد

 :پس این پاین صدق ميکند
1

0 0 0 0 0

0 0

( ) ( ) log ( ) log 1
log log (1 )

hb b
b b

f x h f x x h x x hy h

x h h h x x

    
    


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   مشتق لوګاریتم                       ۹۹۴        

-------------------------------------------------------------------------------  

 و از روي حصه اول این پاین بدست مي اید:   

0 0
1

0

1

1

0 0

log (1 ) 1
h

x x

h
x

b

h h
e

x x

 
       
   

 

    و ازین بابت   
1

0

0

1

0
0

0 0

1
( ) limlog (1 ) log log

h x

b b b
h

x x

dy h
f x e e

dx x x


 
     

 
 

 تابع  لوګاریتم بذاي مشتق داده شده در تمام ساحه تعریف قابل مشتق ميباشد.
1

( ) logbf x e
x

   قسم به هين
1 ln

( ) .
ln

e
f x

x b
    این کهlne=1 :پس صدق کيکند ، 

1
( )

.ln
f x

x b
 .چيوي که باید نشان داده ميشد   . 

  :به طور  خاص این پایين را صدق ميکند

0 0

(ln ) 1

x x

d x

dx x

 
 

 
 

)3مثال: مشتق  ) logf x x  .را ؛پشمارید 

 ش میرویم:ثبوت:   به طور زیر به پی

0

10
2

3

10

3

)'(;
1

6514.0

10ln

1

2

3
)('

log
2

3
loglog)(








IRfD
x

x
xf

xxxxf

 

مثال:  مشتق تابع 
2

2
ln






x

x
y .را دریائد 

 ثبوت:  ما میتوانیم بنویسییم :
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 ۷۷۸                                                     مشتق لوګاریتم                               

-------------------------------------------------------------------------------  

  
                               

   2ln2ln

2

2
ln








xx

x

x
y

 

این که  
1

(ln( 2))
2

x
x

 


و  
1

(ln( 2))
2

x
x

 


 است، پس داریم:    

                         
  

2

(ln( 2)) (ln( 2))

1 1 2 2

2 2 2 2

4

4

y x x

x x

x x x x

x

     

  
  

   




 

 مثال:

 f(x) = log2(x)   داریم:   

 f '(x).   مشتق ۷اهيم دریابيم: ميخو 

   x0=16مشتق در جاي 

 f '(x) = 1/(x·ln2ثبوت:  براي ثبوت از فرمول بالا کار ميگيریم: 

 مشتق را تعين ميکنيم: x0=16حالا در جاي  

0.09)= 1/(16·ln2)= 1/(16·0.69)= 0f '(x 

 

 

 تمرینات:

 مشتق اول تابع را دریابید و یا تعین نمایئد.  

2

3

2 4

2

4

2
) ( ) ln ) ( ) ln( 4) ) ( ) ln

1
) ( ) ln ) ( ) log ) ( ) ( 1) log

ln
) ( ) ) ( )

2 ln

a f x x b f x x c f x
x

x
d f x e f x x x f f x x

x

x
g f x h f x

x x

   


     

 

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 قابليت مشتق یک تابع
 

ما دیدیم، که یک تابع دهرجا تعریف نه درد، درهرجا حد نه دارد وهمين طور در هر جا 

 ادي نيست. به مين ترتيب در هر جا قابلين مشتق نه دارد. متم

 تعریف نه  دارد: 0در جاي     | f(x) = | xتابع   

 f(x) = xاعتبار دارد :    x > 0براي تمامي 

 و با این 

1
0

0
lim

0

)0()(
lim

00











 x

x

x

fxf

xx
 

 

 اعتبار دارد و یا این   f(x) = − x برعکس بالا  x < 0براي تمامي  

1
0

0
lim

0

)0()(
lim

00











 x

x

x

fxf

xx
 

 

مي بينيم که حد چپ و راست به هم دیگر سر نميخورد، پس حد وجود نه دارد. درین جاي 

 اورده شده قابليت مشتق نه دارد

 در تمام جاها تا به حال  مشتق گرفتن  تابع  هميشه داد هشده.

 مشتق کېدنه په نورو ټولو ځایونو کې تر اوسه تل ورکړ شوې.

 راست  داده شده، یعني داریم:باز هم درین جا  مشتق  طرف 

 

 1
0

0
lim

0

)0()(
lim)0('

00












 x

x

x

fxf
f

xx
 

 و مشتق طرف چپ
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1
0

0
lim

0

)0()(
lim)0('

00












 x

x

x

fxf
f

xx
 

 

اگر به گراف بالا دیده شود، خواهيم فهميد،که یک تابع قابل مشتق باید شکسته نه باشد یا به 

 عباره دیگر زاویه را تشکيل نه کند.

مثال براي یک تابع غير متمادي قابل 

 مشتق:

تابع متمادي قابل مشتق ناميده ميشود،   یک 

 اگر مشتق ان متمادي باشد.  

اگر  یک تابع در هر جا قابل مشتق باشد، 

باید نيست که مشتق شان هم متمادي باشد 

 به
 

 

 طور مثال: 

      

 قابل  مستق است.  مشتق شان    x = 0تابع  در هر نقطه  حتي در  
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 متمادي نیست.  0در جاي  بر خلاف 

مشتق  به  فرضيه هاي ممكن و ازین سبب درانجا هدفمند است،  درجاي که  به حد رفتن 

 .   x0داشته باشد براي  ان ممكن باشد یعني  درجاي که  تقسيم  تفاضل یک حد   

، ميبينيم که درانجا تانجنت نيست و به ( ۴اگر منحني  درکدام جاي شکسته باشد )شکل 

ين ترتيب بلندي و تقسيم تفاضل هم موجود نيست.  پس قابليت مشتق خواص مخصوص  هم

 یک تابع ميباشد،  مثل  متمادیت. 

 x0منخني ترسيم شده در جاي   ٤اگر در شکل 

تانجنت یگانه هم نه داشته باشد و ازین سبب مشتق 

هم نه داشته باشد ، مگر درینجا یک تانجنت  طرف 

و یا ميل طرف چپ و به همين دليل مشتق   1Tچپ 

و به همين   Trطرف چپ و تانجنت طرف راست 

 ترتيب مشتق طرف راست موجود است.
 

  ۴شکل  

 

 در یک تابع نامتمادي پرسان تانجنت و یا مشتق بي معني ميباشد.

  

 حالا این مسئله کي درینجا ترسيم شده زیر فرمول درست مي اورویم

که تابع  غير متمادي باشد، پرسان مشتق بي معني است. فرض   x0 اگر در جاي  دیده شد

ميکنيم، که این ثبوت شده باشد. این روشن است،که هر تابع متمادي حتمآ  باید قابل مشتق 

 نباشد. به طور مثال اگر تابع زاویه داشته باشد.

شتق را دارا ميباشد، این به این ضرورت است نشان دهيم، که تنها توابع متمادي قابليت م

باز به معني است که هر تابع قابل مشتق کم از کم  باید متمادي باشد و به دین ترتيب مشتق 

متمادیت را درخود پنهان دارد. این به معني  است، که متمادیت براي قابليت مشتق شرط 

 ضروري ميباشد.  
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 :  ۷.  ۱جمله

  .قابل  مشتق باشد،  درانجا ضرور متمادي ميباشد  x0 در جاي  y=f(x  (اگر تابع 

 يت موجود است، یعنيریف مشتق بدست مي اید ، که ليمعثبوت :  از ت

)('
)()(

lim 0

0

0

0

xf
xx

xfxf

xx







 

همراه مخرج صورت هم به   x->x0حد تنها درجاي ميتواند موجود باشد، که براي   

 برود.   f(x)-f(x0)->0صفر تقرب کند یعني  

   x->x0براي     f(x)->f(x0)پس اعتبار دارد:   

 این تعریف متمادیت ميباشد

0xهم تشکيل شده ميتواند، اگر  این تقسيم تفاضل به  طور دیگري x x   .به کار ببریم 

 

 به طور زیر داده شده:  f’(x (درینجا مشتق 

( است یعني  lokalقابليت مشتق یک تابع براي  دفعه اول یک خواص مربوط به جاي )

 تعریف ميباشد.  x=x0در یک جاي 

 يت مشتق و مشتق به یک انتروال باز مثل که در متمادیت ) حصه اول دیده شود( قابل

 امتداد بياد.

 
 :  تعریف

 (  قابل مشتق ناميده ميشود،  با مشتق زیر a,b (در یک اینتروال باز   y=f(x)یک تابع 

 

bxaxf
dx

xdf

dx

dy
 ;)('

)(
 

0 اگر این در هرجاي ( , )x x a b    با مشتق   قابليت مشتق داشته باشد)  f’(x0 .    این

طرف   a قابل  مشتق ناميده ميشود، اگر این برعلاوه در جاي [a,b] در اینتروال محدود

  .طرف چپ قابل مشتق ميباشد  b راست ودرجاي

 

 :  ۶.  ۱مثال 

(c) ketabton.com: The Digital Library



 

 125 سرليک

   مشتق یک تابعقابلیت                      ۹۲۷         

-------------------------------------------------------------------------------  

 

 

ny = xتابع طاقت  ,  n = 1 , 2 , 3,.....   در هرجاي قابليت مشتق را دارا ميباشد با مشتق

 زیر:

n
n-1dy dx

= = nx  
dx dx

 

  
در هرجاي كى قابل مشتق است،  با   y=cosx و تابع كوساین    y=sinxتابع ساین 

 مشتقهاي زیر

dy dsinx dy dcosx
= =cosx, = =-sinx 

dx dx dx dx
 

       

f= تابع قابل مشتق در یک انتروال باز سپس تابع    (x)  ميباش، پس به این طور پرسان

 قابليت مشتق شان و متمادیت شان شده ميتوااند. 

 : ۴.  ۱تعریف 

را دو مرتبه قابليت مشتق  x=x0درجاي   x=x0در ساحه  y=f(x  (تابع  قابل مشتق 

  f’(x  (ان درانجا قابليت مشتق را دارا ميباشد.  مشتق x)’f=’   (دارد، اگر مشتق  (

 ناميده ميشود و براي این مينویسيم  y=f(x)مشتق دوم  تابع : 

 
دران جا دو مرتبه قابل مشتق    y=f(x)قابل مشتق  y=f(x) در یک انتروال باز یک تابع

 نجا قابل مشتق ميباشد.شان درا f’(x=’  (ميباشد اگر مشتق  

 یسيم:نواین مي یبرا

² '( )
''( )

²

d y df x
f x

dx dx
  

 

 تمرین:   

xyxycyنشان دهید، که ایا   n cos;;  در هر جا دو مرتبه قابیت مشتق را دارد؟ 
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 تابع  معکوس مشتق 

 

 فعاليت:

 تابع معکوس یک تابع را تعریف نمایئد.  -

ساحه تعریف تابع   -
x²+5x

f(x) = 
x³-8

 را نشان دهيد. 

 مشتق اول و دوم تابع بالا را بشمارید.    -

 کوس تابع بالا را با ساحه تعریف نشان دهيد.مع   -

 به  x = x0 در  y = f (x) حالا تابع معكوسه را بررسي شود. درینجا  فرض شود، که

f(x)=0   و در یک ساحه x0   متزاید است (f’( x0) > 0        )و یا متناقص قوي)واضح

(f’ ( x0) < 0   میباشد و بدین لحاظ معکوس شدني هم است، یعني)1( )x f y  پس ،

 براي تقسیم تفاضل تابع معکوس بدست مي اید.

 
1 1

0 0

00 0

0

( ) ( ) 1 1

( ) ( )( ) ( )

f y f y x xx

f x f x yy y y f x f x

xx x

  
   

   



 

    ، و اعتپار دارد.y   ->  y0  هم    f ( xمتمادیت )  و از لحاض   x -> x0 و حالا که

0 0 0 0

0 0

1

( ) ( )

( ) 1 1
   

( )
y y f x y y f x

x x x x

dx df y

dy df xdy dy

dx dx



   

 

  
    

      
   
   

 

 

    بنویسيم، پس براي  )      (    x ده  پس به طور سا  x = x0  اگر   براي  جاي نقطه 

 اعتبار دارد:  f(x) y   فزرم کوتاه ميتوانيم بنویسيم :  براي 
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1dx

dydy

dx

 

از فرضيه داده شده بالا پس تقسيم تفاضل را بدست مي  اوریم، که به انها به  قسم تقسيم 

 مروج ميتوان شمرد، طوري که

 1

0 0

0

1 1 1
( )`( ) lim lim

`( )
lim



   

 


   

 

 

y x

x

x
f y

y yy f x

x x

 

  مشتق: :  معکوس تابع 7-2جمله 

)1به  تابع  x در یک محيط   y = f(x) اگر تابع )x f y  معکوس و در انجا به

f' ( x ) 0  ( قابل مشتق باشد،  نو تابع معکوس بهy = f (x    قابل مشتق است و اعتبار

 دارد:  

1


dx

dydy

dx

                

 حل: 

1f مشتق تابع معکوس    f ميتوانيم که  از مشتق تابع   بدست بياوریم.  ازین لحاظ ازx  -

 ،  بدست  بياوریم: y = f(x+  x)-f(xو  از معکوس به )  y->0 وهم از   0<               

                
1

0 0

0

1 1 1
( )`( ) lim lim

`( )
lim

y x

x

x
f y

y yy f x

x x



   

 


   

 

 

 

 

 .    و     به 

 بالاخره داریم:
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 تمرین:

)براي تابع    -- ) ; 1,2,3,4......ny f x x n   0 اگر x  تعين شود و به   

ابع معکوس  همين ترتيب ت
1

; 0nnx y y y     مشتق تابع معکوس را بشمارید.، پس  

  

  معکوس تابع تابعمشتق    --
m

ny  x , ,m n N  .را بګيرید 

 

 

 Implicit مشتق توابع ایمپليڅيت
 

 

 یادونه: ایمپليڅيت) منطقي ترې لاس ته راتلنه(

 تابع و به دادن ساحه تعریف تابع  به طور اشکال استعمال زیاد تابع از روي مساوات 

، که متحول تابع در یک طرف مساوات جدا شده باشد و متحول  Explicit اکسپليڅيت

 مستقل طرف دیگري تابع قرار داشته باشد. 

 Y = 3x²+7xبه طور مثال:  
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به داده شدن ساحه  Implicitاشکال تابع وقت زیاد از روي مساوات تابع، طور ایمپليڅپت 

 Ex²+7x+y=0   تعریف ميباشد. به طور مثال:    

 فعاليت: 

 را بيابيم؟داشته باشيم، چطور ميتوانيم، که مشتق این تابع  Ex²+7x+y=0 اګر -

 قضيه: 

، ميخواهيم  x²+xy –y² = 1 یک تابع داریم به طرو ایمپليڅيت
dy

dx
 دریابيم:  

   

 ثبوته: 

    

2 2( ) (1)

2 (1 ) 2 0

2

2 (2 )

2

2

2 2

2 2

d d
x xy y

dx dx

dy dy
x y x y

dx dx

dy dy
x y x

dx dx

dy
x y y x

dx

x y dy

y x dx

dy x y x y

dx x y y x

  

    

  

  


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 
 
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مشتق ایمپليڅيت  یک امکان است  براي گرفتن مشتق یک تابع، که ناایمپليڅيت به یک ترم 

څيت یعنې به شکل یک مساوات داده شده باشد. این  طریقه براي داده شده باشد، بلکه ایمپلي

این هم به کار برده ميشود، که یک تابع به صورت اکسپليڅيت داده شده باشد، مگر گرفتن 

 مشتق شان مشکل باشد.

 مثال :

را به طریق قوانين مشتقگرفتن اشنا گرفته نميشود، ازین    مشتق تابع   

بابت که در اساس و در اکسپوننت شان متحولها به جا شده. به طریق لوگاریتم گرقتن 

  ممکن است اکسپوننت متحول  از بين برده شود: 
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مشتق  xحالا این را ایمپليڅيت  حل ميکنيم، طورى که به هردو طرف شان  پسې متجول   

    ميگيریم:

 يگيرد: مشتق این مساوات  از طریق قانون زنجيري  صورت م 

 

 است.    y = f(x)درینجا   

 از قانون مشتق لوگاریتم و ضرب به دست مي اید:

 

f(x) = xدوباره)پس(    yحل شود و براي     f'(x)اگر پسي  
x

جابه جا کنيم، پس این حل   

 بدست مي:

 

 مثال: 

xمساوات   rدایره به شعاع 
2
 + y

2
 = r

2
را دارد. ازین بابټ بعضي جا هاي شان  به   

نوشته شده ميتواند  مشتق این از طریق مشتق ایمپلپڅيت به طور   y = f(x)گراف تابع  

 زیل حل ميشود. 

 جابه جا ميکنيم:  y = f(x) در مساوات تعریف شده 

x2 + f(x)2 = r2 

  از طریق مشتق این مساوات  داریم : 
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 بدست مي اید:  f'(x)ازراه  طریق حل  

  

بلندي   (x,y) نقطه همراه این مساوات به طور مثال بدست مي اید، که تانجنت به دایره در 

  دارد.    

 مثال:  انتيگرال گرفتن ایمپليڅيت  فرمول بيضوي.

داده هشده،  پس    و   ایمپليڅيت یعنې از روي مساوات  به    یک تابع

 مشتق مشود.  هردوطرف پيوسته پسي 

 قانون زنجيري  استعمال شود.  جا تنها  به  این افاده ها  یعنې به   درین 

 مثال:  

 داده شده اليپسې گرفته شود. مشتق به  

 

 به هين طور  

 بلندي تانجنت شمرده شود.  به    ميتواند به  یک نقطه مسطوي   
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 ۷۱۱ایمپأیڅيت                                            ابعومشتق  ت                               

-------------------------------------------------------------------------------  

 

 

 بدست مي اید:     به طور مثال براي  

 

.   

 

از رو استعمال  قانون   به طور مشابه  مشتقها ي بلند  هم شمر ده ميشود. براي  

 ضرب  داریم:

 

 ازین بدست مي اید: 
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 ایمپأیڅيت  ابعومشتق  ت                      ۹۲۱         

-------------------------------------------------------------------------------  

 

 

   وضع کردن هردو قیمت  جا به جا کردن قیمتهاي وضعیه و به به یک نقطه 

 میتواند قیمتهاي معین شمرده شود. 

 

 تمرین: 

 

 جدول مشتقهاي اساسي 

 
xf)( فرضیه  )(xf Nr. 

 0 konstc  1 

.......3,2,1n 1. nxn nX 2 

x 0عدد تام وx 1. nxn nX 3 

0, xrationalr 1. rr x  rX 4 

0......3,2,1  xn 
nn x

nx
x

n

1
.

1 1
1




 
n

nxx

1

 
5 

reellax ,0 1. axa ax 6 

1,0  ax 

e

a
aa

a

x
x

log
ln  

xa 7 

 xe xe 8 

0,1,0  xaa 

ax
e

x
a

ln

1
log

1
 

xalog 9 
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0x 
x

1
 xln 10 

 xcos xsin 11 

 xsin xcos 12 

zkkx  ,
2

)12(


 x
x

2

2
tan1

cos

1
 

xtan 13 

)(,  zkkkx  
)cot1(

sin

1 2

2
x

x
 

xcot 14 

 

لي به طور به کومک جدول بالا ميتواند که کم از کم فورمال اختياري براي هر افاده تحلي

تق را بدست اورده شود با وجود این باید فرضيه هاي مربوطه در فکر گرفته شتحليلي م

 شود.

 

 خلص فصل
 

 ) بلندي قاطع( یا تغير قيمت وسطي Differenzenquotient لتقسيم تفاض

x

xfxfx

x

y








 )()( 00 

 

 ) بلندي تانجنت یا قيمت تغْير لحظوي(Differetialquotient مشتق

x

xfxxf

x

y
xf

xx 











)()(
limlim)(' 00

00
 

 

 قانون ثابت 

''

)(')('

tan)()(

ucf

xucxf

tconscmitxucxf






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 خلص فصل                    ۹۳۷           

-------------------------------------------------------------------------------  

 

 

 جمعې نقانو 

'''

)()(')('

)()()(

vuf

xvxuxf

xvxuxf







 

 

 قانون ضرب  

'''

)(')()()(')('

)()()(

vuvuf

xvxuxvxuxf

xvxuxf







 

 

 ن تقسيمقانو 

 

2

2

''

)(

)()()()('
)('

)(

)(
)(

v

vuvu
f

xv

xvxuxvxu
xf

xv

xu
xf









 

 

 قانون زنجيري

)(')(')('

)]([)(

xzzfxf

xzfxf




 

 

گراف ميل یا بلندي یک تابع در تعریف : 

در همان نقطه با ميل یا بلندي   Pیک نقطه

 تانجنت   گراف برابر است.
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 ۷۱۷           فصل                                         تمرينات                             

-------------------------------------------------------------------------------  

 

 

   Difference quotientتقسیم  تفاضل   

 بلندي یک نقطه بدون مشتق گرفتن تعين شده: 

 داریم  y=f(x) = mx+aخذي  

 قرمول بلندي  خط قرار ذیل ميباشد: 

x

xfxxf

x

xfxf

x

yy

x

y
m





















)()()()( 000101 

 

 

 تمرینات فصل
 

 په ټکو کې وټاکئ. Qاو  P(  کمښتویش ) د تفاضل وېش( ارزښت د ۱)  

a )    P(3,2)  ,  Q(5,4)         b )   P(2,4)  ,  Q(3,1) 

0x( د  ۲) x   په ځاي کې  دf .تابع د تانجنت جگوالى وټاکئ 

3,5.0)()2,)() 0

2

0

2  xxxfbxxxfa 

 وپیر څه دىیې تنځ مویش( او مشتق لاندې څه پوهیږو او  تر ( د کمښتویش) د تفاضل۱)

(  د یوه تابع د سکانت)    ( لاندې څه پوهیږو او د تانجنت جگېدو لاندې څه پوهیږو؟ ١)

             او دوي ترمنځ کومې اړیکې پرتې دي؟           

 ( د   تابع  مشتق د توان قانون له مخې پیداکړئ.٢)

5 6

2 5

4 3

3

) ( ) ) ( )

1 1
) ( ) ) ( )

) ( ) ( )

1 1
) ( ) ) ( )

a f x x b f x x

c f x d f x
x x

e f x x f x x

g f x h f x
x x

 

 

 

 
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 فصل تمرينات                    ۹۳۲         

-------------------------------------------------------------------------------  

 

 

 (  د   تابع مشتق د ثابت د قانون له مخې پیداکړئ.٦)

5
8

)()6)()

2
3

)()
4

)()

12)()32.0)()

32

45







x
xffxxfe

x
xfd

x
xfc

xxfbxxfa

 

 ترمونه همغه مشتق لري. g(x) + c(  د تابع د گراف په مرسته وښایئ، چې ټول ۲)

 یاودونه: پابت عدد که هرکوم ارزښت ونیسي.

ضریب ) ځله وونى( ساتلى پاتې  aد مشتق  سره  د    a.g(x)( وښایئ، چې د  ۱) 

 کیږي.

 تابع مشتق د جمعې قانون سره وښایئ f(  د   ۵)

54.03)()
1

2

1
)()

)()134)()

2

3

3

234





xxxfd
x

xxfc

xxxfbxxxxxfa

 

 تابع مشتق د ضرب قانون سره وټاکئ. f(د   ۱۱)

3 2 2

2 3 2 2

) ( ) ( 2 1) ) ( ) (2 1)( 1)

) ( ) ( 5)(2 ) ) ( ) (4 4)(3 2)

a f x x x x b f x x x

c f x x x x x d f x x x x

     

       
 

 تابع  مشتق د ویش قانون له مخې وټاکئ.  f( د  ۱۱) 

xxx

x
xfd

x

xx
xfc

x

xx
xfb

x

x
xfa





















23

2

2

3

2

2

3

2

1
)()

32

4
)()

1

32
)()

4

1
)()
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 ۷۱۱فصل                                                      تمرينات                             

-------------------------------------------------------------------------------  

 

 

 ( د وېش قانون له مخې په څټ ارزښت) پرعکس ارزښت( وټاکئ.۱۲) 

 

 الف( د لاندې تابع مشتق وشمېرئ. ۱۲) 

1 '( )
( ) '( )

( ) ( ) ( )

g x
f x f x

g x g x g x


  


 

)د   ) 0g x سره 

 

 تابع ارزښت د زنځیر قانون له مخې وټاکئ.  f( د   ۱۱)

4 2 2 2

3 3 4

) ( ) (4 ) ) ( ) (3 4 5)

) ( ) (2 7) ) ( ) (5 3 )

a f x x x b f x x x

c f x x d f x x

    

   
 

 مشتق وتاکئ. ( د لاندې توابعو۱١)

2 3 4

2 3

1 1
) ( ) ) ( )

(2 ) ( 5)

) ( ) (1 ) ) ( ) 1

a f x b f x
x x x

c f x x d f x x

 
 

   

 

 (  د لاندې توابعو درې واره مشتق ونیسئ.۱٢)

x

x
xfd

x

x
xfc

xxxxxfbxxxfa










2

1
)()

43
)()

532)()12)()

2

23423
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م درجې تابع  باید څو واره مشتق ونیول شي چې یوه  ثابته ترې لاس ته -n( د یو  ۱٦) 

 راشي.

 

 ( د لاندې توابعو لومړى مشتق و ټاکئ.۱۲)

1

1
sin)()sin)()2sin2tan)()

sin)()cossin)()3sin)()

2

2








x

x
xffxxfexxxfd

xxfcxxxfbxxfa

 

)(sin)( ( د۱۱) INnxxf n  .تابع د لومړي مشتق  لپاره فرمول وښایاست یا وټاکئ 

 ( د تانجنت تابع لپاره د ساین او کوساین قانون په مرسته د مشتق قانون و ښایاست.۱۵)

)2لپاره  f(x) = tanx( وښایاست چې د ۲۱) ) 1 tan ( )f x x  .هم باور لري 

 ( د ویش قانون له مخې د کوتانجنت قانون پیداکړئ او هم  د تانجنت قانون له مخې. ۲۱)

 (  ولې د ساین تابع او د کوساین تابع په خوښه زیات مشتقوړ دي. ۲۲)

 

 

 ( د لاندې توابعو لومړى مشتق وټاکئ.۲۱) 

      
22 1 2 1

1

32

) ( ) 3 ) ( ) ) ( ) ( 1)

) ( ) ) ( ) ) ( )

1
) ( ) 2 ) ( ) ( ) ) ( )

4

) ( ) 1 ) ( ) ) ( )
1

x x x x

x n e kx

x xx

x x x
x

x x x

a f x e b f x e c f x x e

d f x e e f x x e f f x e

g f x h f x i f x x a

e e e
k f x e l f x m f x

e e e

   





     

   

   


   

 
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 ۷۱۸                                                فصل    تمرينات                             

-------------------------------------------------------------------------------  

 

 

 مشتق دې پیدا شي.    (د   ۲١)

 مشتق یې وټاکئ یا پیدا کړئ. 

2

3

2 4

2

4

2
) ( ) ln ) ( ) ln( 4) ) ( ) ln

1
) ( ) ln ) ( ) log ) ( ) ( 1) log

ln
) ( ) ) ( )

2 ln

a f x x b f x x c f x
x

x
d f x e f x x x f f x x

x

x
g f x h f x

x x

   


     

 


 

عریف ورشو)ساحه( ورکړئ او لومړى مشتق (   د لاندې توابعو لپاره خورا لویه ت۱٢) 

 یې وټاکئ.

 

 د تعریف سټ)ډېرۍ( هغه ورشو)ساحه( ورکړئ، په کومه کې چې توابع مشتقوړ دي.

2)())()

)4)(2()()3)()

2 



xxfdxxxfc

xxxfbxxfa
 

(   ولې باید د ټیک شمېرنې لپاره لوگاریتمي توابعو ته همداسې سوچ وشي، لکه ۱٦) 

 ریښه توابعو ته ؟

 لوگاریتمي توابعو لپاره ځواب کړئ.مه پوښتنه د – ۵۱(  ۱۲) 

)42ln()())1ln()() 4  xxfbxxfa 

 د لاندې توابعو لومړى مشتق پیداکړئ. –( ۱۱)
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 فصل تمرينات                  ۹۳۶           

-------------------------------------------------------------------------------  

 

 

 لومړى مشتق وټاکئ   -( ۱۵) 

n

nn

x
xfd

x
sxfc

xxfbxfa

)
1

1()()
1

)()

)(ln)()sin)()





 

 د هرې تابع لومړي درې مشتقونه وټاکئ  –(١۱) 

x

x

exxfd
x

xxfc

xxxfbexfa





2)()
1

)()

cossin)())()
2

 

 سره برابر دى.  fد   fپه کوم تابع کې لومړى مشتق  –(١۱) 

 (١۲)–  

)  تابع   لپارهfالف: د کو   ) 2 ( )f x f x    دى؟ 

)تابع   لپاره fب: د کو   ) ( )f x f x     دى؟ 

 سره سر خوري یا برابر دى؟  fڅوم  مشتق  د  f(x)=sinxد    -(١۱) 

 

 م مشتق ته وده ورکړئ. -د  لاندې توابعو لپاره   –(١١) 

)1ln()())()  xxfbexfa ax  

 

. 

. 

. 
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 ۹۳۰قضیه رول                                                                                        .

-------------------------------------------------------------------------------  

 

 

 

 ( Theorem of Rolle)  )   قضيه رول   

 

],[در اینتروال بند  fاگر یک تابع ba  متمادي وk  دربينa  وb  واقع باشد، پس درانجا

kcf، طورى که استموجود   bf)(و af)(در  بين  cکم از کم یک عدد )(  .است 

 

 فعاليت:

ثابت ميباشد،  این به یک تابع چې معني  ]3,1[در یک اینتروال محدود   f_اگر تابع

قطه عظمي یا نقطه اصغري خواهد نخواهد داشت، که چى قسم حرکت ميکند؟  ایا این تابع 

انتروال    قيمتها وسطي نقاط دلخوا   ر سه این را روشن سازید و د ؟ داشت و یا چى طور

 با یک دیگر مقایسه نمایئد. 

xxfکه تابع  _  ثبوت کنيد،  )(   1,1[در انتروال[   نقاط عظمي و اصغري در کجا

نشان دهيد  و  fدر گراف قيمتهاي  xدر بين یک و منفي یک  براي  سه قيمت  ودارد 

 نشان دهيد، که ین از دیگر تفاوت دارد ئه نه؟ 

کدام نقاط عظمي ئا اصغري دارد و یا چطور و اگر  2xاز طریق رسم  نشان دهيد، که  _ 

 داشته باشد در کجا؟

 

 Weierstrass   تراسشقضيه وایر

 

درین انتروال کم از کم  fمتمادي باشد، پس   [a,b]در انتروال  محدود  fاگر یک تابع  

 دارد.    یک قيمت اعظمي و یک قيمت اصغري 

 درینجا جواب تحليلي داده نميشود، این افاده دیدني معقول معلوم ميشود.

 اصغري( -ميتواند قيمت همنواخت)مونوتون یا اعظمي

 در انجام لنتروال هم واقع باشد.

 محدود بودن انتروال بي قيد و شرط حتمي است.

 تابع [b,0)به طور مثال در انتروال نيم محدود 

  
1

y=f(x)=
x

 متمادي است، مگر طرف بالا  

 محدود نيست، که بدین لحاظ نقطه اعظي را ندارد.

  

y

x
b
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 قضیه رول                      ۹۳۱       .

-------------------------------------------------------------------------------  

 

 

 مشتق  قضيه قيمت وسطي
 

به همين قسم در بين مشتق و تقسيم تفاضل روابط نزدیک موجود  در بين تانجنت و قاطع و

 ميباشد، که در قضيه هاي قيمتهاي وسطي اناليز تشریح ميشود.

 از خواص تابع و انحراف تابع اولآ  پيوسته قضيه رول  بدست مي اید.

 

  : (Rolle) قضيه رول

  [a,b]بالاي انروال محدود   fیک تابع 

 و بالاي f(a)=f(b)متمادي باشد با  

 قابل مشتق، پس   (a,b)انتروال باز  

)کم از کم یک جاي  , )c a b   موجود 

 f'(x0)=0است با  

 

 : حل

 f'(x)=0 ثابت باشد فورآ بدست مياید  f( اگر  ۷

ثابت نه باشد، پس از روي قضيه وایرستراس کم از کم یک قيمت اعظمي و   f( اگر  ۱

ثابت   fتابع موجود مي باشد. این قيمتها با هم فرق دارد، از لحاظ که یک قيمت اصغري 

 نمي باشد.

   

موجود ميباشد. بدین اساس در  f(a)=f(b) پس ازین لجاظ کم از کم یک قيمت نامساوي با 

موجود است.  موجودیت  0x اصغرئ( -داخل انتروال یک جاي مونوتون)اعظمي

اصغري( یک تابع قابل مشتق  از روي  -یه یکنواخت بودن) قيمت اعظميمونوتوني 

 f'(x)=0قضيه شرایط ضروري  بدست مي اید: 

 

تا به حال نشان دادیم، که زیر شرایط لازم به یک قاطع افقي یک تانجنت افقي هم موجود 

 ميباشد.

 این پرابلم هندسي ميتواند عمومي شود.

یک قاطع مائل به همين قسم یک تانجنت به همان ميل  پرسان دربين مي افتد، که ایا به

 ميتواند تشکيل شود؟

 

 جواب  شان قضيه زیر ميدهد.

b

Tangente

Sekante

)b(f)a(f 

y

x
0xa
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-------------------------------------------------------------------------------  

 

 

 قضيه قيمت وسطي مشتق :

 

  [a,b] بالاي انتروال محدودy=f(x اگر تابع)

 قابل  (a,b)غير متمادي و بالاي انتروال باز 

)مشتق باشد، پس در انجا یک جاي   , )x a b   

 موجود ميباشد، که براي ان داریم:

      0

( ) ( )
'( )

f b f a
f x

b a





   

  : حل

 این پرابلم به یک تابع کمکي په این طور تعریف ميشود، که قضيه رول استعمال یابد.

 براي این مساوات قاطع را به پيش مياوریم:

)a(f)ax(
ab

)a(f)b(f
)x(gy 




 

 به طور تابع کمکي تابع مشتق تشکيل ميشود:

),a(f)ax(
ab

)a(f)b(f
)x(f)x(g)x(f)x(h:h 




 

   قابليت مشتق را دارا   (a,b)بالاي h ه این.  برعلاو h(a)=h(b)=0پس اعتبار دارد:

متمادي است.  بدین لحاظ  فرضيه قضيه رول داده شده،  این به معني  [a,b]ميباشد و بالاي

)است که یک جاي  , )x a b  موجود است باh'(x)=0 :که از روي ان داریم ، 

 

ab

)a(f)b(f
)x(falso,0

ab

)a(f)b(f
)x(f)x(h 000









یعنې

ab

)a(f)b(f
)x(falso,0

ab

)a(f)b(f
)x(f)x(h 000









  

 

 دست اورد بالا با مثالها زیر روشنتر خواهد شد.

 

 مثال:

)به طور داده شده باشد، که در یک نقطه  f(x)=sinxیک تابع  , )B BB X Y  تانجنت  مماس

و   P(0,0)1منحني ميباشد و  کدام  که  در نقاط  
2( ,1)

2
P


باشد مثل همان ميل داشته    

 قاطع.   

  ا بلندي  سيكانتیحل:  ميل    

b

Tangente

Sekante

)b(f)a(f 

y

x
0xa
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









2

0
2

0sin
2

sin

m 

  

 

 

)میل منحني در نقطه : )B BB x y      :



2

xcos)x(f:)y:x(BPunktimKurvederSteigung BBBB                              

x(fund88,0(f)88,0(77,0بدین لحاظ بدست مي اید: 
2

arccosx:tlgfoDaraus BB 


  88,0(77,0و(f)x(fund88,0
2

arccosx:tlgfoDaraus BB 


  

B:hrpunktuBer)77,0:88,0(نقطه مماس:     

)88,0x(77,0مساوات تانجنت:   
2

y:TangentederGleichung 


  

 از عموميت قضيه وسطي بدست مي اید:

 

 ي وسطي:قیمتها  قضیه وسعت یافته

 

x(fu)f(gv(اگر  و )x(fu)f(gv  توابع متمادي بالاي اینتروال محدود[a,b] با شد و  بالاي اینتروال

'قابل مشتق و   (a,b) باز ( ) 0g x  صدق کند، پس براي تمام( , )x a b كم از كمه یک ،

0جاي  ( , )x a b  :موجود ميباشد که ازان بدست مي اید 

)x(g

)x(f

)a(g)b(g

)a(f)b(f

0

0









 

    
'حل: از لحاظ ( ) 0g x تابع gمعکوس شدني ميباشد و مساواتv=g(x) به طرف 

x 1انعکاس نشان ميدهد، یعنې( )x g V 

xsiny 



2

By

Bx
1P

B

2P

y

x
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 هم  متحول نو جا به جا شود، پس یک تابع مرکپ بدست مي اید:  fاگر در تابع 

)v(h))v(g(f)x(fu 1     

 دست مي اید:از لحاظ  قاعده ترکيبي مشتق زیر ب    

با u=h(x)اگر بالاي تابع
1 ( )V g a  و

2 ( )V g b  

0قضيه قيمت وسطي استعمال شود، پس جاى  1 2( ; )V V V   :به طور زیر موجود ميباشد 

)v(h
vv

)v(h)v(h
0

12

12 




 
1و    h(v)=f(x),v=g(x)ازین با

0 0( )x g v بدست مي اید:  

)x(g

)x(f

)a(g)b(g

)a(f)b(f

0

0









 

 تمرینها:

توابع زیر دوتا جاهاي  صفر دارد.  همان قيمتهاي  بحراني را دریابيد، که در بين هردو 

 جا هاي صفر واقع باشد.

4

4

) ( ) 5 ³ 7 5 6

) ( ) ³ 2 ² 2

a f x x x x x

b f x x x x x

    

    

 )یوناني: همنواخت، قسم مساوي (  Monotony) توابع همنواخت

 ناقس توابع متزاید و مت  
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 توابع همنواخت                     ۹۴۲        .

-------------------------------------------------------------------------------  

 

 

 فعاليت:

 در شکل بالا تمام جاهاي را نشان دهيد، که دران تابع متزاید ميباشد. -

 را نشان دهيد، که دران تابع نزولي مي باشد. در شکل بالا تمام جاها -

 در شکل بالا تمام جا ها را نشاني کنيد، که دران ميل تابع افقي ميباشد.  -

1در یک اتنروال   fاگر یک تابع  2 1 2( ( ) ( )) ( ) ( )f x f x f x f x    باشد براي تمام

1 2x x ( ناميده ميشود، اگر متن-، پس تابع درین انتروال مونوتون متزاید )اقص

1 2( ) ( )f x f x  1اجازه نه داشته باشد ، پس این 2 1 2( ( ) ( )) ( ) ( )f x f x f x f x    مونوتون

 متناقص ( قوي  ناميده ميشود. -متزاید)

 قواعد زیر،  که از هماهنگي بدست  مي اید، برا ي حالت هماهنگي مفيد ميباشد.

مونوتون متزاید ميباشد،  اگر براي  Dف فقط در جاي ساحه تعری  f یک تابع 
1x   2وx  

 اعتبار  داشته باشد یا صدق کند: ،واقع باشدD  اختياري، که در 

1 2

1 2 1 2

1 2

( ) ( )
, 0

f x f x
x x D x x

x x


    


 

 2xو  1xواقع باشد،  فقط درانجاي مونوتون متناقص است در  Dکه در    f بک تابع 

 واقع باشد اعتبار داشته باشد:  D  دلخوا، که در  

 

 جمله متزاید و متناقص   Monotonyیکنواخت بودن    

1 2
1 2 1 2

1 2

( ) ( )
, 0

f x f x
x x D x x

x x


    


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  این تابع  

خطي)لاینيز(، تابع  بسيار ساده ميباشد، که 

انحني ندارد.  براي این متزاید بودن یا 

ل ميباشد،  مسئو  بلندي ثابت

یک زاویه در بين خط و   در حال که  

 ميباشد.    xطرف مثبت محور 

 در شکل روبرو :خط باميل مثبت

0tan01  a  

00اگر   90    10یا a     ، باشد

10به این معني که  0a    پس خط  ،

شود. و این به معني است،  که به بلند مي

هم بلند  f(x)ارزښت تابع      xبلندي

 ميشود.

در شکل رو برو:  خط با بلندي منفي: 

tan 0   (همين تور  )1 0a  
            

0tanبالا به این قسم ميباشد:  هميتور

1 0a  

0باشد، این بدین معنی، که   یا  اگر     همينتقسم

1 0a    پس خط متناقص ميباشد. این بدین معنی، که با ،x متزاید قيمت تابع f(x)  کوچک

 کيشود.

لند یا باین شدني( حرف ميزنيم و از یم تابع مونوتون در هردو حالت تابع مونوتون)تابع ب

 > a1 باشد.  و از یک تابع مونوتون متناقص حرف  است  اگر   a1 > 0بلند شدني، اگر   

 باشد.  0

این کلمه مونوتوني در ان توابع هم استعمال ميشود، که حرکت منحنيها ميدهد، اگر فکر 

 ی یک تانجنت کشده ميشود. شود،  که به طور عموم به نقطه گراف منحن

 مثبت  خط با بلندي

 

 خط با بلندي منفي 
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 توابع همنواخت                      ۹۴۴       .

-------------------------------------------------------------------------------  

 

 

)2بدین لحاظ برا ي  ) ²f x a x   اعتبار

 دارد: 

   در اینتروال  

ميباشد و در مونوتون متناقص  f(x)تابع  

تابع     اینتروال 

f(x) متزاید ميباشد. مونوتون 

 

 

مثل که در گراف خطي،  که بلندي شان ثابت بود،  حالا این حالت را در پيش نه دارم، 

 یعنې بلندي ثابت نيست، بلکه  این از یک نقطه منحني به نقطه دیگر تغير ميخورد.

 لند ميشودمنحني مونوتون ب       >0بلندي  تانجنت 

 منحني مونوتون پاین ميشود   <     0بلندي تانجنت

 بلندي  تانجنت،  اگر صفر ميباشد، به همان حالت باقي ميماند.

را ميدهد.  به همين قضيه مونوتونی   f'(x)ميل تابع   f(x اشکار است که مشتق اول تابع )

 قضيه به طور زیر فرمولبندي ميکنيم . 

 قضيه:

 قابل مشتق باشد.  Iر اینتروال د   f(x)تابع   

به  f’(x) <0 :مونوتون متزاید ميباشد،  پس اعتبار دارد Iدر اینتروال  f(x)اگر تابع    --

xتمام  I 

براي   f’(x) >0 : مونوتون متناقص ميباشد، پس اعتبار دارد Iدر اینتروال   f(x)اگر  --

xتمام I . 

 جګېدونکې        ټيټېدونکې
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xباشد، براي تمام  f’(x) <0اگر     - I  پس  ،f(x)    در اینتروالI  مونوتون متزاید

 ميباشد.

xباشد، براي تمام f’(x) >0اگر     -   I  پس  ،f(x)   در ایتروالI  مونوتون متناقص

 ميباشد.

xباشد،  براي تمام f’(x) 0<اگر     - I  پس  ، f(x)   در اینتروالI  مونوتون متزاید

 ميباشد قوي

xباشد، براي تمام  f’(x) 0 >اگر   -   I  پس ،f(x)  در اینتروالI  مونوتون متناقص

 قوي ميباشد.

 تعين ساحه  تعریف مونوتوني 

مثال : اوقات زیاد میتواند از گراف تابع 

 ساحه مونوتوني  صحیح خوانده شود.

  f(x)ل تابع  براي

 ي میباشد.مونوتون  متزاید قو

 f(x)تابع  براي

 مونوتون متناقص میباشد.

 f(x)تابع   براي

  مونوتون متناقص قوي ميباشد.
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از روي گراف  ساحه هاي مونوتوني 

 زیر خوانده ميشود.

 f(x)تآپع   براي

 مونوتون متزاید قوي ميباشد.

 f(x)تابع  براي

 مونوتون متزاید ميباشد.

 f(x) تابع   براي

  ناقص ميباشد.مونوتون مت
 

 

 تمرین:

 توابع راشنل زیر را به خواص همنوایی تحلیل نمایید.---

3 2 3 2

3 2 4 3 2

) ( ) 6 9 3 ) ( ) 2 9 12

1 1
) ( ) 6 1 ) ( ) 2 2

4 3

a f x x x x b f x x x x

c f x x x d f x x x x x

      

       

 

 بدهید. aر تابعیت دحالت مونوتوني توابع کسري راشنل زیر را   --- 

1

1
)()

2

1
)()

2 





ax
xfb

ax
xfa

 

. 

. 
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-------------------------------------------------------------------------------  

 

 

 

                  (local extrema)مربوط به جاي   افراطينقاط 

 

 ما بعصي اوقات برای نقاط افراطي بحراني نویشتم، توجه برایش باشد.

 فعالیت: 

 توابع مختلف و در باره ان بحث، که در کجا نقاط پخراني دارد. گرافهاي

  -اصغري و مطلق نقاط اعظمي و  -در شکل بالا براي تابع نقاط نسبي عظمي،   -

 اصغري را نشان دهید.

. 
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-------------------------------------------------------------------------------  

 

 

در شکل بالا نشان دهید، که نقاط عظمي نسبي و به همین قسم نقاط اعظمي مطلق، نقاط  -

اصغري نسبي و به همین قسم نقاط اصغري مطلق منحني به هر دو طرف چطور حرکت 

 میکند؟

 داشته باشیم    2x² + 12x+8اگر یک تابع -

 باشد متوجه شوید که تابع دران جا چه خواص دارد؟ در شکل بالا به نقاط کې بحراني  -

 به همین نقطه تابع ببینید، که مشتق اول شان کدام قیمت دارا میباشد؟ -

 

 ما از تحلیلهاي بالا بدست مي اوریم:

داشته باشیم، پس یک نقطه اصغري نسبي در  f' (x) = 0ما  f(x)براي  0xاگر در جاي 

 ریم.پیش دا

داشته باشیم، پس یک قیمت اصغري  f '' ( x ) < 0و   f ' ( x ) = 0اگر برعکس این 

 نسبي در پیش داریم.

 fمي باشد و علامه   f ' ( x ) = 0 نقاط بحراني )مینیموم یا ماکسیموم( خاصیت دارد، که

'' ( x )  ، + ش داریم.اصغري در پی-به این فیصله میکند که ایا نقطه اعظمي ویا   -یعني 

 براي روابط بالا یادداشتهاي زیر ضروري میباشد:

قابل ارزش است، که در داخل ست تعریف واقع باشد و  0xاین روابط تنها براي  – ۱

 y = f (x)درانجا تابع   دفعه زیاد قابل مشتق باشد، براي نقاط   و جاهاي که دران تابع  

 نه باشد، براي تحلیل جداگانه ضرورت دارد. کم یا هیچ قابل مشتق 

ضرور  افراطيباشد)تابع قابل مشتق( تنها براي یک قیمت   f ' ( x ) = 0شرایط که  – ۲

 است 
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' fو  f ' ( x ) = 0شرایط که  - ۱ '  ( x ) 0   باشد، براي قیمت بحراني تنها تکمیلکننده

 است و نه ضروري 

 

)(2مثال : گراف تابع 2  xxf   ، را رسم نمایئد و اگر قیمتهاي انحرافي داشته باشد

 را از طریقه گراف و مشتق تعین نمایئد. انها

 

 حل: 

 نقطه مطلق اصغري دارد. x=0از گراف مثال روشن است، که تابع در جاي 

 شرایط ضروري براي نقطه بحراني :

جاي صفر   0x. درین مساوات مشتق تابع براي  f(x)’ = 2xمشتق اول تابع است:  – ۱

 یک نقطه بحراني موجود است. دارد، یعني درینجا 

، پس یک نقطه اصغري  f’’(x) >0 . بدین لحاظ که f(x)’’ = 2مشتق دوم تابع:  – ۲

 نسبي را در پیش داریم.

 

4yمثال :  تابع   x براي x = x0 = 0  نسبي دارد و صدق میکند: نقطه اصغري            

                                             f'  ( x ) =  4 x³ = ,  f' ( 0 ) = 0   

  f '' ( x )  = 12x² ,   f '' ( 0 )  = 0   

  .میبینیم که مشتق دوم نه از صفر کلان و نه از صفر کوچک است 

 از تحلیل بالا تعریف زیر بدست مي اید:
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 : تعریف

که  در ساحه y = f (x)تابع  
0x = x یک نقطه اعظمي به همینطور  . تعریف شده باشد

که به تمام  xیک نقطه اصغري دارد، اگر براي 
0 x شد صدق کند:  نزدیک با 

f ( x0 )     >f ( x )           )f ( x0 )   <f ( x )به همینطور( 

 : جمله 

 (: افراطيشرایط ضروري براي یک نقطه )  

در افراطيقابل مشتق یک نقطه  y = f ( x)اگر یک تابع  
0 x :داشته باشد پس داریم 

f ' ( x ) = 0         

' f مقایسه شود(: جاي که ۲راي ما نشان میدهد) یادداشت این جمله ب  ( x )  0 باشد،  

در پرسان مي x 0موجود نیست، براي نقطه بحراني تنها جاي  اکستریم پس در انجا نقطه 

 داریم ،  f'(x)=0اید، که براي ان 

 طه بحراني داشته باشد. باید یک نق  y = f ( x )مگر حتمي نیست که 

 :): ) شرایط تکمیلکننده براي یک نقطه افراطي)بحراني( ۱۱.  ۲۱جمله 

 دو مرتبه قابل مشتق باشد و داشته باشیم :  0x = xکه در  y = f ( x)اگر براي یک تابع 

 f' ( x ) = 0    ,   ' ' ( ) 0f x                                

 درانجا یک اكستریموم دارد.  y = f ( x) پس تابع

")(0نقطه اصغري به پیش داریم، اگر داشته بالشیم:   xf     

  : نقطه اعظمي به پیش داریم، اگر داشته باشیم  0)(" xf           
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 ۷۸۷....                                        انحنا.                                       .     

-------------------------------------------------------------------------------  

 

 

    تمرین:

 نقاط  افراطي )انحرافي( توابع را دریابید

124667)()3

13)()2

13)()1

3467

34

23







xxxxxxf

xxxxf

xxxf

 

 

 

انحنا  از طرف راست و انحنا از طرف چپ)مقعر و 

 محدب(

                                   

 فعالیت:  

 در شکل بالال مقعریت و محدبیت را نشان دهید.   -
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 انحنا.....                               ۷۸۱            .

-------------------------------------------------------------------------------  

 

 

 مشتقها مقعریت و محدبیت را نشان انگشتنما کنید  لا از رويادر شکل ب   -

میباشد،  پس درین اینتروال  f"0مشتق دوم   fاگر در اینتروال ا ز تابع قابل مشتق 

"گراف چپ خم   شده یا انحني چپ دارد و اگر دویم مشتق دو  0f    میباشد، پس

 تابع  راست خم شده یا  انحي راست دارد.                                 گراف

 مثال:

)(142به  fتمام توابع غیر ناطق)راشنل تابع(   23  xxxxf  کدام ساحه چپ  در

خم  یا انحني چپ دارد )یا مقعر  است((  و در  کدام ساحه راست خم است ) انحني 

 ارد)محدب است((؟راست د

 )  از مشتق اول(: مشتق دوم:

       
2( ) 3 4 4

"( ) 6 4

f x x x

f x x

   

 
 

براي 
2

6 4 0
3

x x     ))خم بودن چپ) انحني چپ )یامقعر 

براي 
2

6 4 0
3

x x     ))خم بودن راست) انحني راست)  یامحدب 

 مثال:

گراف تابع کسري راشنل 
2

1
)(




x
xf اررابول است. کدام طرف های یک های پ

پارابولا چپ خم است یا انحني)مقعر( چپ دارد، و کدام یک راست خم است انحني 

 راست دارد)محدب است(؟

مشتق دوم: 
32 )2(

2
)(";

)2(

1
)('







x
xf

x
xf.صورت همیشه مثبت است 
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 ۷۸۱             انحنا.....                                                                          .

-------------------------------------------------------------------------------  

 

 

پارابول  خمي مخرج و به همین طور قیمت کسر منفي میباشد. شاخه های 2xبراي 

 راست دارد یا انحني دارد) محدب است(.

 رج و  به همین طور تمام کسر مثبت میباشد. مخ 2xبراي

 های بارابول  ]پ خم است  یا انحني چپ دارد) یامقعر است(. 

xxfانحني از هر دو توابع   مثال:  )(   3و)( xxg    از هر دو طرف باهم

 مقایسه شود.

 تعریف است.  x>0هر دو توابع براي  

1 3
'( ) '( )

22

1 3
''( ) ''

4 ³ 4

x
f x g x

x

f x g
x x

 

 

 

 تعریف هستند. Rxمشتقها دوم  براي 

")(0درین ساحه  xf   است.  گراف مربوطه  انحنا راست دارد،  این یکي به طرف

 راست پارابول باز را نشان میدهد.

)"در  همین ساحه  ) 0g x   راف مربوط یک  میباشد. گراف مربوطه انحنا چپ دارد. گ

  انحنا چپ درارد، این طرف بالا پارابول باز میباشد.

    

 تمرینها:

 نشان دهید، که توابع مقعریت و مخدبیت توابع زیر کدام است؟

) ( ) ³ 4 ²

) ( ) 2 ³ 3 2

a f x x x x

b g x x x

  

  
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 نقاط انعطاف                             ۷۸۴       .

-------------------------------------------------------------------------------  

 

 

 Inflection Points   نقاط انعطاف

 

 فعالیت :

شکل بالا را بدقت ببینید و نشان دهید، که در کجا یا در کدام نقطه منحني سمت حرکت  -

 خودرا ) از طرف چپ به راست( تبدیل میکند؟  

ط برجسته هستند و از خواص در اطراف نقاط انعطاف هم فکر کنید، که کدام نقاط نقا -

 ان خواص نقطه انعطاف را تعین نماید.

 در شکل فکر کنید، که در اطرف نقطه انعطاف منحني چطور حرکت میکند. -

در باره شکل از فکر خود چیزي بگوید و به اسشس فکر خود دلایل خود را روشد  -

 سازید.

 این زیر داشته باشیم   0xما از شکل بالا حدث زده میتوانیم که: اگر در جا 
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 ۷۸۸نقاط انعطاف                                                                                 .

-------------------------------------------------------------------------------  

 

 

         f '' ( x ) = 0,  f ''' ( x ) > 0        

 چپ در پیش داریم. –پس یک نقطه انعطاف راست 

 برعكس:  

راست  –پس یک نقطه انعطاف چپ      f '' ( x ) = 0 ,   f ''' ( x ) < 0اگر داشته باشیم:

 در پیش داریم. 

باشد،  براي این که نقطه    f '' ( x ) = 0تعین کننده خاصیت نقطه انعطاف است، که 

  f '' ( x)پ( چراست میباشد، انرا علامه پیشرو)طرف -پ و یا چپچ-انعطاف راست

 تعین میکند. 

 براي نقطه انعطاف  تنها ضروري است.  f '' ( x ) = 0شرایط  – ١

4y براي x  ،  مگر نقطه انعطاف در پیش ندارم. f ''( 0  )= 0میباشد 

0f '' (xشرایط - ٢ ' 0f او0 = ( ' '  ( x )  0 براي نفطه انعطاف تکمیل کننده است.          

در جاي 5y = f ( x )  = xتابع  مي بینیم که 
0 0x x  یک نقطه انعطاف دارد و صدق  

 میکند:

0)(''',60)('''

0)0('',20)(''

0)0(',5)('

2

3

4







xfxxf

fxxf

fxxf

     

  .صفر  خورد و نه بزرگ استنه از  f''' ( x ) نقطه اصغري ،  زیرا که مشتق سوم  

 پیشگفتار و روشن ساختنکلمه:  

 براي روشن ساختن بیشتر این کلمه طور زیر به پیش میرویم:
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 نقاط انعطاف                        ۷۸۶            .

-------------------------------------------------------------------------------  

 

 

حرکت ميکند،    Aن که از بایسکل دوا

ميرسد.    Bاز منحنی ميگذرد و به 

حالت اندل همان زمان بایسکلدوان را 

در فکر  داشته باشيد.   بعد ازمنحني 

چپ)  حالت اندل طرف چپ(  در 

 راست ميدواند.  منحني
 

وض راست  باید  اندل بایسکل   سيده استاده باشد)عمود باشد(،  که ع -در بين منحني چپ 

اندل ميباشد از طرف چپ به راست.  این عوض بين منحني چپ و راست و یا نقطه 

 انعطاف ناميده ميشود. 

شما به بایسکل سر یم یک تپه  

ميدوانيد. بعد ازان که از تاله )ژورې( 

ميگذرید، پس را به بلند شدن شروع 

ميکند. در اول نرم و بعدآ قوي بلند 

ميشود،  پس ازین بلندي  باز کم 

ميشود،  که بالا به رآس تپه  قيمت 

صفر را ميگيرد.  در یک جاي بالا به 

تپه به قيمت صفر ميرسد.  در یک 

جاي بلندي بسيار بلند بود. دران جا 

 نقطه انعطاف ميباشد.

 

 

حالت دیگر بایسکلدوان، که از  

 گراف رو برو انرا ميگيریم:

ميل بایسکلدوان اول کم ميشود، که از 

 د شود..سر پس بلن

در بين این یک ساحه موجود است، 

با بلندي کم)  نسبتآ مسطح( ّ درین 

جاي نسبتآ مسطح بلندي قطعه خط 

نسبت به جاي دیگر کم ميباشد.  

 

ازطرف چپ به راست ترجمه: بلندي کم 

 میشود، هموار، بلندې، زياد میشود

کیڼه 

 منحني

 ښۍ منحني

 غر

 دره

 جکېدنه کمیي
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 درانجا نقطه انعطاف واقع ميباشد.

 ۷۸۱نقاط انعطاف                                                                                  .

-------------------------------------------------------------------------------  

 

 

ميفهميم، که مشتق اول یک تابع،  بلندي تابع ميباشد، که بلندي شان از گراف خوانده 

انعطاف نقطه بزرگ یا خورد ميتوان باشد، طوري پيدا ميشود،  ميشود. براي این که نقطه

 که قيمتهاي افراطي بحراني تابع مشتق را دریابيم.

تعين کردیم. حالا به تابع  f(x) این عمل کرد همانطور است، مثل که  براي تابع اوليه

 این عملکرد اجرا ميشود. f'(x)مشتق 

 يکنيم:شرایط نقطه انعطاف را قرار زیر جمع اوري م

 و شرایط ضرور براي قيمت بحراني:     

 و    شرایط تکميلکننده براي قيمت بحراني :  

پیش ازین که یک سلسله جملات براي نقاط بحراني  و نقاط انعطاف برسي میکنیم، 

 میخواهیم این کلمه را تعریف نمایم.

 هردو کلمه را به شکل نقطه بحراني نسبي خواهیم جمع اوري کرد.

 -یک نقطه انعطاف چپ  0x = xدر یک ساحه   y = f ( x)ریف: تابع قابل مشتق تع

چپ دارد، اگر مشتق ان درانجا یک نقطه  -راست و به همین قسم نقطه انعطاف راست 

 اعظمي و یا یک نقطه اصغري دشته باشد.

 

 جمله:  ) شرایط ضرور براي یک نقطه بحراني(:

   f'(x)=0نقطه بحراني داشته باشد، پس داریم: 0xدر y=f(x)قابل مشتق اگر یک تابع 
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' fمقایسه شود(: در جاي که  ۱این جمله به ما نشان ميدهد )یادداشت   ( x )  0   ،باشد

پس درانجا نقطه بحراني موجود نيست، براي نقطه بحراني تنها جاي
0x  در پرسان مي.                                    

. 

 نقاط انعطاف                                      ۷۸۵        

-------------------------------------------------------------------------------  

 

 

یک  نقطه بحراني   y = f ( x )باید  داریم، اما حتمي نیست که f (x)=0ان  اید، که براي

 داشته باشد.  

 جمله زیر بدست مي اید.  y' = f' ( x)از استعمال جمله بالا به 

 

 (::  ) شرایط ضروري براي نقطه انعطاف ۱۲.  ۲جمله 

انجا یک نقطه دو مرتبه قابل مشتق باشد و در 0x = xكه در  y = f ( x)اگر یک تابع 

   f '' ( x ) = 0انعطاف داشته باشد ، پس بدست مي اید:

 

'را مقایسه شود(: جاي که ۰درینجا هم قابل اعتبار است) یادداشت ' ( ) 0f x  باشد، پس

باشد، میتواند نقطه  f '' ( x ) = 0 درانجا میتواند یک نقطه انعطاف موجود باشد. اگر

 د، اما  ضرور نیست که درانجا نقطه انعطاف موجود باشد.انعطاف موجود باش

 از بالا جمله زیر بدست مي اید: 

 ) y = fانعطاف(: اگر براي یک تابع ده براي نقطه ن:)  شرایط تکمیل کن جمله 

x)  0که سه دفعه  درx = x   :قابل مشتق باشد، داشته باشیم 

    f '' ( x ) = 0 ,       او' ' ' ( ) 0f x                         

، پس یک نقطه  f '''  ( x ) < 0 پس درانجا یک نقطه انعطاف موجود است. اگر

یک نفطه انعطاف    f ''' ( x ) > 0 راست به پیش داریم. براي -انعطاف چپ
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 چپ به پیش داریم. -راست

 مثال تحليلي:

 ۷۸۰نقاط انعطاف                                                                                  .

-------------------------------------------------------------------------------  

 

 

 مساوات تابع با مشتق ان  - ۷

 

 مشتق دوم را صفر کنيد – ۱

 

ثبوت از روي نقطه انعطاف، که   – ۱

 طاف  موجود است؟ایا نقطه انع

 

تعين نقطه انعطاف از طریق جا به   - ۴

 f(x)جا کردن جا هاي انعطاف در 
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 يا 

دقت: در جاي انعطاف 
Wx   گرافf(x)   .انحني مي یابد 

در یک نقطه دلخوا
0x  :براي انحني صدق ميکند 

 نقاط انعطاف                            ۷۶۹        .

-------------------------------------------------------------------------------  

 

 

 F’’(x) > 0    بدین معني است، کهf(x)  طرف چپ انحني ميکند 

  F’’(x) < 0    بدین معنی است،  که گراف تابعf(x)  به طرف راست انحني ميکند 

  Der Sattelpunktنقطه زین       

یک حالت  استثني نقطه انعطاف نقطه 

زین ميباشد. این نقطه انعطاف است که 

ميل )بلندي( ان صفر ميباشد. اگر از 

طرف چپ به ان نزدیک شویم فکر 

ميشود، که نقطه عظمي نسبي را در پيش 

داریم. اگر از طرف راست به ان نزدیک 

غري شویم، فکر ميشود که یک نقطه اص

 نسبي را در پيش داریم.

حالا این حالت را از رو ریاضيات  

 بررسي ميکنيم:

 مشتق:
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 نقطه زین  x=1به   | =>نقطه انعطاف  x=1به   |=>

 شرایط براي نقطه انعطاف تکمليل است. 

 ۷۶۷      نقاط انعطاف                                                                         .

-------------------------------------------------------------------------------  

 

 

نقطه انعطاف در پيش داریم،  پس این نقطه انعطاف همان نقطه   f’’(1) = 0بناآ از لحاظ 

 زین ميباشد.   

 یافتن نقطه  انعطاف:

عطاف ناميده ميشود.  تانجنت انعطاف تانجنت بالاي گراف تابع در نقطه انعطاف تانجنت ان

به همان تور یافته ميشود مثل که تانجنت در یک نقطه گراف تابع، که مساوات تانجنت 

 تعين ميشود. 

 

 
 

 براي 

   
 و

 
و براي  

 
 

را در نقطه    f(x)انجنت انعطاف گراف ت

قطع ميکند و مساوات   Pw(4,2)انعطاف  

 زیر دارد:

(c) ketabton.com: The Digital Library



 

 167 سرليک

    
 مساوات تانجنت صدق ميکند. 

براي
wx  مساوات تانجنت 

 
تور زیر   با 

 ميباشد

 

 

 نقاط انعطاف                            ۷۶۱        .

-------------------------------------------------------------------------------  

 

 

 یافتن تانجنت انعطاف:

 ع در نقطه انعطاف، تانجنت انعطاف ناميده ميشودتانجنت گراف تاب

مساوات تانجنت انعطاف به همان طور تعین میگردد مثل که مساوات تانجنت  بالا  نقطه 

 دلخوا گراف

 حالتهاي ، مثل f '( x ) = f '' ( x )  = f ''' ( x ) = 0   درین جا بررسي نمیشود

  

 تمرین: 

  

با   f:  نقاط انعطاف تابع ۱
2

2

2
( ) , 1

( 1)

x x
f x x

x

 
 


 را دریابید. 

 نقاط انعطاف توابع زیر را در یابید. - ۲

x

x
xfd

x

x
xfc

x

x
xfb

x

x
xfa

4

8
)()

)1(3
)()

3
)()

22
)()

3

2

3

22












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نشان دهید، که تابع  -- ۱
3

2
( )

1

x
f x e

x



 نقطه زین  نقطه انعطاف میباشد.  

 د لاندې توابعو د انعطاف ټکي )اوړونټکي( پیداکړئ.   -- ١

1

1
ln)())()

2

2


 

x
xfbexxfa x 

 

 ۷۶۱بحث منحني                                                                                   .

-------------------------------------------------------------------------------  

 

 

 

 :(Kurven Diskusion) بحث منحني

 

323تابع  یک   xxy بع شکل رسم کړئ او بيا په دې رسم کې د تابع انحرافي داریم .

ټکي او د انعطاف ټکي په نخښه کړئ، رښانه کړئ، چې انحنا چېرته له کيڼې لور و ښۍ 

 لورې ته او له ښۍ لورې و کيڼې لورې ته ده. 

 

 فعاليت: 

 تناظر تعریف کړئ. -

 ي او د انعطاف ټکي  یې پيدا اکړئ.لاندې توابع رسم کړئ، جگ ټکي، ټيټ ټک  -

- xx 3 

- 23 3  xx 

 جدول و شکل تابع ورودي را بکشيد.   -

ایا ميتوانيد، که شکل تابع را به طور ساده رسم کنيد، بدون این که از جدول استفاده به  -

 عمل بياید؟

 .نقاط برجسته تابع کدام نقاط ميباشد؟ نشان دهيد -

(c) ketabton.com: The Digital Library



 

 169 سرليک

ایا خواهيد توانست که ازین نقاط تابع را رسم نماید. درین کار ميتوانيد، که از شکل  -

 ترتيب شده تان استفاده به عمل بياورید، که  از کدام نقاط استفاده به عمل مي اید.  

براي این که یک تابع را رسم کرده بتوانيم، ساده خواهد بود که نقاط برجسته تابع را 

بحث را بحث منحني ميناميم. ما به این قسم بحث به تور سيستماتيک به پيش بشناسيم.  این 

 خواهيم رفت. 

 کاربرد یا عمل کرد به طریق زیر مفيد خواهيم یافت:

 ساحه تعریف:  بررسي تابع تنها درین ساحه هدفمند است.

 بحث منحني                             ۷۶۴       .

-------------------------------------------------------------------------------  

 

 

 : تعين باید شد، که تابع  متناظرمحوري ویا متناظرنقطه است. Symmetrienمتناظر  

  f(-x) = f(x) براي متناظرمحوري صدق ميکند:

   f(-x) = –f(x)براي متناطر ن؛قذه سدق ميکند. 

 ررسي شود.ب  x< 0براي هردو حالت بالا باید فقط 

به صورت عموم براي توابع حقيقي به یاد ميگيریم، که اگر اکسپوننت) ورجه بولينوم( 

جفت باشد، پولينوم متناظر محوري ميباشد و اگر اکسپوننت پولينوم طاق )درجه پولينوم 

 طاق( باشد، پولينوم نظر به  نقط متناظر ميباشد.

 ي) نقاط اعظمي، نقاط اصغري(:  تعين نقاط بحراني نسب   Extremaافراطينقاط 

  شرایط تکمل کننده نقطه اعظمي نسبي:

 

 : Inflection Point نقطه انعطاف  

 شرایط تکميل کننده براي تعين کردن نقاط انعطاف و به همين قسم نقاط زین: 
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 نقطه انعطاف نقطه زین ميباشد به تانجنت افقي. 

نقطه   yبا محور   :  xنقطه تقاطع محورِ:  نقطه تقاطع با محور 

  تقاطع ) جاي صفر( را تعين ميکند.

با تمام معلومات که تا به حال جمع اوري شده، ميتوانيم گراف را رسم کنيم.  :  هاگرافرسم 

براي این اول یک جدول قيمتها ترتيب ميشود.  این جدول براي ما نشاني خواهد کرد،که 

 کدام قيمتهاي دیگري شمرده ميشود.

 ۷۶۸بحث منحني                                                                               .

-------------------------------------------------------------------------------  

 

 

 حالت  انحني و یکنواخت بودن: 

 رد.تغير ميخو f(x)گراف  wXدر نقطه انعطاف

در یک نقطه دلخواه  
0x  :براي انحني صدق ميکند 

 0' ' ( ) 0f x  بدین معني است، که گراف تابعf(x)  )انحني چپ دارد )کونوکس 

  0' ' ( ) 0f x  بدین معني است، گراف تابعf(x)   )انحني راست دارد) کونکاو 

 یکنواخت بودن 

xبراي تمام   f’(x)< 0اگر  – ۷ I  باشد، پسf(x)   در اینتروالI   یکنواخت متزاید

  است.

xبراي تمام   f’(x)> 0اگر  I پس ,باشدf(x)  در اینتروالI   .یکنواخت متناقص است  

xتمام  براي  f’(x) > 0اگر  - ۱ I  باشد، پس تابعf(x)  در اینتروالI    متزاید

 یکنواخت قوي ميباشد.
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xبراي تمام  f’(x) < 0اگر     I   باشد، پس تابع f(x)  دراینتروالI   یګنواخت متناقص

 قوي ميباشد.

 ساحه تعریف نقطه کنار:   

نقطه ساحه تعریف.  اگر ساحه تعریف نامحدود باشد،  پس حدود مطالعه کنار تابع در 

 قابل تعين ميباشد. و  

   مثال : 

 بحث منحني                            ۷۶۶        .

-------------------------------------------------------------------------------  

 

 

 مشتق گرفتن:

 

 نقطه بحراني نسبي

 

 نقطه انعطاف و تانجنت

 

 جا هاي صفر:

 

 yبا محور 
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 نقطه تقاطع:

 

 یکنواخت بودنی) مونوتوني(  

   در   

 متزاید بودن یکنواخت. 

   در 

 یکنواخت بلند میشود. 

 

  و    حالت تابع در 

 

 تناظر )سیومتري(: نه دارد

 

 حالت انحني:

  انحنا راست)محدب( :
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  انحني چپ ) مقعر( :  

 

 تمرین: 

 به توابع زیر بحث کنید  و  به نقاط برجسته:

 اول (  از طریق  شمردن  نشان دهید.

 دوم (  در شکل  نشاني کنید.

) 2 ³ ² 1

) ³ ² 3

) ³ 2 ² 3

a x x

b x x x

c x x x

 

 

  

 

 

 

 

 

اده حد                         ۷۶۵           . ین های اف امع  ن

-------------------------------------------------------------------------------  

 

 

 

 افاده هاي نامعین حد  

0
0. , , 0 . ,.....

0

 



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اگر داشته باشیم 
² 3 2

; 5
5

x x
x

x

 



، دیدیم، که لیمیت این قسم توابع را دریافت کرده 

 میتانیم.

یعني حد این قسم تابع افاده هاي معین نامیده میشود، ازین که مشتق شان  شمرده میشود،  

 تقسیم تفاضل را تعین کرده میتوانیم.

اگر تابع
sin 2

5

x

x
داشته باشیم، پس  مشتق تابع را به طور معمول یافته نمیتوانیم، که ازین  

 بابت ان را افاده هاي نامعین مینامیم.

 

 فعالیت:

 بکوشید که  مشتقهاي توا؛پع  بالا در ورودي را دریابید. -

باشیماگر داشته ؛ -
² 4 5

5

x x

x

 


،  پس مشتق تابع در کجا گرفته میشود، اگر  مشتق شان 

 ممکن باشد، مشتق شان را  بگیرید. x =5براي
 

 مطاعات اوي: حالت
0

0
  : 

. . 

اده حد                                    ین های اف امع  ۷۶۰                                      ن

-------------------------------------------------------------------------------  

 

 

اگر در تشکیل حد یک کسر به وجود بیاید، که دران صورت و مخرج هردو  به صفر 

 تقرپ کنند یا صفر شود، پس این حد را  افاده غیر معین مینامیم.

 مثال:
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م شده، یعنې  در شکل حصه توابع رس

 گراف هاي  صورت و همینطور مخرج. 

توابع صورت و مخرج   میبینیم: قیمتهاي

 ۱به طرف xهر دو به صفر میرود. )اگر

 برود(
 

 طرز نوشتن: براي  افاده 

    

 در شمارش حد به طور کوتاه مینویسیم: 

 

 این در حقیقت دقیق نیست، مگر  به صورت عموم بدین قسم معمول است. 

 شن ساختن :رو

 افاده هاي غیر معین چي میباشد؟

اده حد                        ۷۱۹            ین های اف امع  ن

-------------------------------------------------------------------------------  

 

 

ن این سوال دربین مي افتد، که این کلمه غیر  معین اسم خود را از کجا میگیرد. ای

غیرمعین نامیده میشود، زیرا که حد شان از طرق عادي شمرده نمي شود.  این شمارش  

با ریاضیات بالاممکن شد)به طور مثال ازروي قانون دي لو پیتال، که بعدآ بررسي 

 خواهد شد(
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 تشریح به روشن ساختن: 

 حالا نشان میدیهیم، که شمردن چرا ناممکن است.

 ت میگیریم: ما باز مثال صفحه قبلي را بدس

   

 

 

 درکسر جا به جا کنیم، پس افاده  x=1اگر کوشش شود، که حد را دریابیم، و براي – ۱

به دست مي اید، که بدین لحاظ  این کسر تعریف نیست، زیرا که تقسیم به  0:0

 صفراجازه نه دارد.

ول  ما پیش براي شمردن افاده هاي نامعین، یعني شمردن حد کسري ناطق از چل – ۲

 کار گرفتیم. حالا ازین چل کار گرفته نمیتوانیم، مثل که در مثال بالا دیده شد.

 

قیاس حد هم ناممکن است: در مرحله اول ممکن است که به فکر بیایم، که اگر – ۱ 

 حرکت کند. یعني:  ۱صورت و مخرج به صفر برود ، پس کسر ممکن به  طرف 

ینحد                                     امع اده های ن  ۷۱۷                                  اف

-------------------------------------------------------------------------------  

 

 

 

 مخرح

 صورت
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اگر صورت و مخرج به صفر نزدیک شود، این فقط معني خواهد داشت،  که هر دو از 

يست، که  نسبت صورت و مخرج  به هم روي قيمت تقریبآ برابر خواهد شد. این به معني ن

 مساو ميشود:

 

طور که میبینیم صورت و مخرج از روي قیمت تقریبآ مساوي میباشد) این به معنی،  که 

 هر دو به طرف  صفر میرود(، مگر  نسبت دربین اینها  بسیار بزرگ است یعني 

(100)، 

 

 یا ليميت افاده هاي نامعين  حدود نامعين
0

0. , , 0 . ,.....
0

 



 

 

که و لرو  
² 3 2

; 5
5

x x
x

x

 



، ومو لیدل، چې د داسې توابعو لیمیټ په پیداکولى 

شو. دا ډول تابع ته ټاکلې افادې وایې، ځکه چې مشتق یې نیول کېدى شي، یعنې د 

 کمښتونو ویش)د تفاضلونو ویش(  حد یې ټاکل کیدى شي.

که  
sin 2

5

x

x
لپاره د دې تابع مشتق په ورسره بلده توگه نه  0xلرو،نود توابع و 

 شو نیولى، چې له دې امله ناټاکلې افادې ورته وایو.

  ین                       ۷۱۱             امع اده های ن  حد اف

-------------------------------------------------------------------------------  

 

 

 فعاليتونه:

اگر تابع   -۷
sin

( )
²

x
f x

x x



 داده شده.  
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حد تابع  -اول  
sin

( )
²

x
f x

x x



را یعني  

0 0

sin
lim ( ) lim

²x x

x
f x

x x 



از درس ليمت که در  

 حصه اول 

 خوانده شده دریابيد.

 بالا در ورودي کوشش کنيد که مشتق هتي توابع را دریابيد.  -- ۱

اگر داشته باشيم   -۱
² 4 5

5

x x

x

 


 x=5، پس مشتق د تابع در کجا گرفته ميشود، اگر براي

 ممکن مشتق شان را بگيرید.

 

در تعين یا بررسي حدود توابع تقسيم طور
( )

( )

f x

g x
 رول مخصوص بازي ميکند.  

و صورت در همان جاي این حالت به طور مخصوص درانجا ظهور ميکند، که مخرج
0x 

0صفر داشته باشد. این افاده نامعين

0

( ) 0

( ) 0

f x

g x
 هدفمنده نيست.  ميتواند که حد تقسيم 

( )
lim

( )

f x

g x
بررسي شود،  که براي انها صورت و مخرج به طرف صفر ميرود.  به طور 

 ترمهاي توابع را بطلبيم.  به طور مثال تابععموم براي این مناسب است که              

2x

4x4x
)x(fy:f

2




 

0xدرصورت و مخرج همان جاي صفر    .دارد،  با وجود این هم حد موجود ميباشد  2-= 

   0)2x(lim
2x

)2x(
lim

2x

4x4x
lim

2x

2

2x

2

2x












 

صورت و مخرج بدست  این طور حدود به کمک  مشتق شمرده ميشود،  که از نتایج توابع

 مي اید. این قسم قاعده به نام تطبيق قضيه قيمت وسطي وسعتيافته نيز یاد ميشود. 

 

 

 

 

 ۷۱۱قاعده برنولي.....                                                                           

-------------------------------------------------------------------------------  

 

 

 

    :لو، پيتال وقاعده  برنولي و  د
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 de l’Hospital  Bernoulli and 

 

اگر در یک ساحه
0( )U x  در جاي

0x توابعu=f(x)  وv=g(x)  قابل مشتق باشد با

' ( ) 0g x  و براي تمام( )x U x و
0x جاي صفرf وg  باشد، با

0 0( ) ( ) 0f x g x   ،

 پس صدق ميکند:

,
)x(g

)x(f
lim

)x(g

)x(f
lim

00 xxxx 





 

 تا که حد طرف راست موجود باشد.

 به همين قسم بدست مياید:        

)x(g

)x(f
lim

)x(g

)x(f
lim

xx 





 

  
ه را تکميل ميکند. براي هر تابع  فرضيه هاي قضيه قيمت وسطي وسعتيافت حل: 

0( )x U x یکmx با
0( , )mx x x  :موجود است،  طور که

)x(g

)x(f

)x(g)x(g

)x(f)x(f

m

m

0

0









 

0از لحاظ  0( ) 0 ( ) 0g x f x     :داریم 

)x(g

)x(f
lim

)x(g

)x(f
lim

00 xxxx 





 

  
0x بناآ به  x همm 0x x .حرکت ميکند 

  
زنجيري( بدست -جا به جا ميکنيم و به کمک قضيه مرکب) x=1/zما  x->oدر حالت  

 مي اید:
1

u=f( )
z

 

 z1()z/1(fdz/du(با مشتق    2و مشتق
1 1

'( ).( )
²

dv
g

dz z z


:داریم  ، 

 قاعده برنولي.....                     ۷۱۴              

-------------------------------------------------------------------------------  
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)x(g

)x(f
lim

z

1
g

z

1
f

lim

z

1

z

1
g

z

1

z

1
f

lim

z

1
g

z

1
f

lim
)x(g

)x(f
lim

xx

2

2

xxx




























































































 

 

0اگردر حالت بالا  یاد داشت:  0f'(x )=g'(x هم باشد،  این قاعده باز به تقسيم از سر  0=(

 م موفق باشد پس قاعده زیر را داریم:-nز قدم  استعمال ميشود. اگر کسي بعد ا

)x(g

)x(f
lim

)x(g

)x(f
lim

)n(

)n(

xxxx 00 
 

    )جاي که  )nf و( )ng به معني مشتقn -.م تابع ميباشد   

رقم یا تيپ:  
0

0
  

0مثال:           
1

0

1

4x2
lim

2x

4x4x
lim

2x

2

2x










  

1                 مثال:     
1

1

1

xcos
lim

x

xsin
lim

0x0x



 

1               مثال:
1

0

1

xsin
lim

x

xcos1
lim

0x0x





  

تیپ یا رقم:  



 

.00
x

1
lim

x

x

1

lim
x

xln
lim

x1xx









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x، یک توان دلخواهبراي اکسپوننت  یک عدد حقيقي مثبت    برايx   قوي

 lnبه لوگاریم تابعبلندميشودو نسبت 

x لپاره  یو په خوښه توان  د یوه مثبت حقيقي اكسپوننت)جګعدد(  x   لپاره په

xبراي  lnجګيږي، نسبت به تابع لوګاریتم   كلکه  . 

00
x

xln
lim
x




 

    ) این تابع  )
n

x

x
f x

e
 :بعد از چند دفعه استعمال قاعده دو لو،پيتال بدسا مي اید 

1 2( 1) !
lim lim lim ... lim 0

n n n

x x x xx x x x

x nx n n x n

e e e e

 

   


     

 

   اكسپونشل تابع
xe برايx  :از هر تابع اکسپوننت  قوي بلند ميشود 

                Nn0
e

x
lim

x

n

x



      

حالتهاي دیگري ميتوان به صورت یا تيپ 
0

0
 و یا 




  پس عوض شود.  

-از صورت یا تيپ   به صورت یا تيپ
0

0
  

  يث مثال اورد:براي این حالت تابه زیر ميتوان به ح

1 1
( ) -  

sinx
f x

x
 

  

0x براي        
 

0
2

0

xsinxxcos2

xsin
lim

xsinxcosx

1xcos
lim

xsinx

xxsin
lim

xsin

1

x

1
lim

0x0x

0x0x



























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که درینجامشتق سپس به صورت یا تيپ  از این بابت
0

0
است،  پس قاعده  لو، پيتال   

  .استعمال ميشود  

).0از قسم  )  به قسم



: 

).0حالت صورت  ) به طور مثال تابعf(x)=x.lnxرا نشان ميدهد برايx->0 . 

).0  حالت تيپ )   تابع په طور مثال f(x)=x.lnx     است برای x->0  دران که ،

 ضرب به قسم تقسيم نوشته ميشود، بس به استعمال قاعده دو لو، پيتال زیر بدست مي اید: 

0)(lim
1

1

lim
1

ln
lim)ln(lim

0

2

000







x

x

x

x

x
xx

xxxx
 

 :0eبه  00از شکل 

 درینجا ما به ذور مقال تابع
xf(x)=x  براx->0  .بررسي ميکنيم 

 به کمک یک تشکيل زیر به صورت موفقانه بدست مي اید:  eتبدیل شکل یا فورم به قاعده 

1eelimelimxlim 0xlnx

0x

)xln(

0x

x

0x

x

 


 

 

e.0به شکل 1از شکل  

 )به طور مثال حل حد تابع ) (1 )xµ
f x

x
  وکيباشد برايx با+x  R   : 






















 



















 






eeee

eelim
x

1lim

x
1

lim

x

1

x

2
1

1

lim

x

1

2
1ln

lim

))
2

1ln(x(lim
x

1ln(x

x

x

x

x

2

2

xx

x

 

 

 بدست مي اید:  µ=1براي
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1
lim 1

x

x
e

x

 
  

 
 

 

).0به شکل 0از سکل )e   

 

  این عمل ذریع یک مثال  واضح ميسشزیم:  

 
0

sincos

cossin2
lim

cos

sin
lim

sin

cos

1
(

lim

sin

1

1
ln

lim

lim
1

lim

0

2

0

2

2

00

)
1

ln(sinlim
1

lnsin

0

sin

0

0
































xxx

xx

xx

x

x

x
x

x

x

x

ee
x

xxxx

x
x

x
x

x

x

x

x

 

1با
x

1
lim

xsin

0x











   

 

 جدول زیر اشکال ثبوت شده بالا مطالعه عمومي تبدیل اشکال را ممکن مي سازد. 

) تبدیلي شکل یا کوتاه: تبدیلي )g x  ( )f x   نوع

 )تيپ(
1 1 ( ) ( ) 0

( ) ( ) ( ) ( ) 0

g x f x

f x g x f x g x


  


  0  

( ) 0
( ) ( )

1 0
( )

( )

( )
( ) ( )

1

( )

f x
f x g x

g x

Or

g x
f x g x

f x

  




  



 

 0  

 ( )ln ( )( ) ( ) ln ( ) 0( ( ))
g xf xg x g x f xf x e e e    

 .f(x)>0 به

0 

 

0 

0 

1 

0 

 
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 :هاتمرین

 در بالا مثالهای زیاد حل شده. ازانهای باید چند تا مثاها اړرده شد.

 

 قیمت حدهای زیر را بشمارید:(   ۱

 

x  برای   .حدهای توابع راشنل را به قاعده دو، لو، پیتال بشمارید 

 

 

 

 

 مثال استعمال یک تابع براي تانجنت:

به انبار علف یک زینه را ميگزاریم. این زینه به ارتفاع سه متر به انبار تماس بالا  زمين 

 ميگيرد.
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انبار علف شکل  یک پارابول فشار اورده 

متر  ٤شده داشته باشد، که قاعده شان 

متر  ٤عرض دارد و ارتفاع شان هم

ميباشد.  مي خواهيم به ان یک زینه بمانيم، 

که با انبار علف تانجنت تشکيل کندیا 

تانجنت بسازد. این زینه به کدام زاویه باید 

 جابه جا شود؟

اصله از قاعده انبار علف این زینه به کدام ف

 بالاي زمين  بایدگزاشته شود؟

 
  

پارابول را طور رسم میکنیم،   yما محور 

 که از رآس پارابول بگزرد.

      پارابول مساوات زير تابع را دارد:

 

 تعین میکنیم: 0xما  قیمت را برا

    

 

 

 شمردن : 

1- =ما براي شمردن دیگر قيمت  0x  به کار ميبریم. زینه مماس انبارر در نقطه

0( 1,3)P   0تانجنت را در نقطه ميباشد. ما مساوات( 1,3)P  :تعين ميکنيم 
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 بدست مي اید: با

 

 

 زاویه تشکيل شده:  

 t(x) و جاي صفر تانجنت f(x) ر تابعفاصله بين انبار علف و زمين فاصله بين جاي صف

 ميباشد.

 جاهاي صفر:

 داریم:

 

 ميباشد. 0 5,است   2,5-که   xو قيمت هاي   2-فاصله دربين 

 زاشته شود.زینه باید از انبار علف به فاصله نيم متر گ

ما ازین پحث یاد گرفتم، که چه طور مساوات تانجنت تعين ميشود، که در جاي تعریف 

 شده یک گراف مماس باشد.
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 قضیه مفاد بیشترین     

 

این،، قضیه مفاد یا نفع بیشترین،، معني عملي بزگ دارد، که به طور زیر ذریعه چند 

 مثال بررسي خواهد شد.

استعمال معین یک   تقریبآ در تمام پروسه هاي که در عمل به کار برده میشود، محتاج به

به کار مي اید، انان که ما در حدود مخصوص در اختیار جنس هستیم، که در عمل 

 میتوانیم داشته باشیم.

 میباشد. xما تنها بروسه هاي بررسي میکنیم که  تابع  یک مجهول 

xاین  در اختیار دیگر، ذریعه یک تابع  D y = f(x) ,   .بررسي کرده میتوانیم 

مینیمال یا  f(x) باید طوري تعین گردد، که xد، پس تمام مصارف را نشاني کن yاگر 

 اصغري)بسیارکم( شود.

ماكسیمال    f(xباید  طور بدست اورده شود، که )  x مفاد باشد، پس   yاگربرعکس

یا به  عبارت دیگر، واریابل  مؤثره لویه)اعظمي یا بسیار بزرگ ( باشد.  در قاعده  

  و  در بین حدود  x مستقل تعین کننده مستقل نیست، بلكه از لحاظ تخنیك یا  علم  

 تخنیك،  تنها در حدود معین میباشد یعدي

  b            (*)          <x  <a    

 بدین اساس مسئله مفاد عملي دلخواه مربوط این است ، که این مفاد است و یا مصارف.

 

         )               bxaxfy  (max!)( 

                         ))(min!)( bxaxfy  
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بلمهاي حصه قیمتهاي بحراني یا به انها بستهگي محکمي این روابط عمیق دارد با پرا

 دارد.

 درینجا علاقه ما به طور خصوص به کار بردن پرابلمهاي زیر میباشد:

 

، متصل به دادن وظیفه) پرابلم شکل و    y = f(xپیدا کردن روابط مشترک توابع )   – ۱

 رقم یا پاربلم مودالیتي( 

   )  *ك )در یاد داشتن حدود علم تخنی  - ۲

 این از طریق دو مثال ثبوت شود.

 

میباشد. ذریعه  Lبراي احاطه زمین یک سیم خاردار داریم، که تمام درازي شان :  مثال

این سیم باید یک مستوي مرپع شکل احاطه شود که تا حد ممکن باید بزرگ باشد. این 

 وظیفه یا به عباره دیگر خواست است.

 

ا پیدا کردن حالا پرابلم مودالیتي: مطلب م

یک جهارضلعي میباشد. به طور معمول 

نشاني  aیک ضلع این چهارضلعي را به 

نشاني میکنیم )  bمیکنیم و دیگر شان به 

  شکل مقابل(.

 

 = L = 2a + 2b,    b  میباشد. از دلیل   bو aاین در  شروع یا اول دو کمیتهاى موثر 

(L/2) -a   
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( قرار A، این مفاد) سطح  a = xما به یک کمیت موثر ضرورت داریم، به طور مثال 

 زیل میباشد:

   A = ab = x((L/2)-x)  

   L /2 . <x  <0این روشن که صدق میکند 

     ازین دلیل پرابلم مفاد ب.رگ قرار اتي میباشد:              

 

                                       y = f(x) = x((L/2)-x)=Max!      (0 < x < L /2fh)  

 و  0باید ماكس در بین   f(0) = f(L/2) = 0 از بابت 
2

L
موجود باشد براي ماکس   

 ضرور است:                                                       

  y ' f '  x   2x  0
2

L
     

 براي ماكس تنها 
4

L
x    .زیر سوال میاید  

 . y ''=f ''(x) = -2< 0 براي این میباشد:  

و  0ریم.  درین حدهاي علم تخنیکدر حقیقت یک ماكس در پیش دا 
2

L
 رول بازي.   

  .  a = b = L /4پس صدق میکند:  

 

 استعمال مشتق در توليد

 قضيه مفاد بيشترین                               ۷۵۴       

-------------------------------------------------------------------------------  

 

 

(c) ketabton.com: The Digital Library



 
 سرليک 190 

فعاليت :   یک فابریک  توليد ميکند. به این توليدد مصارف ميشود، که این را تابع توليد 

 نشاندي ميکنيم.  K(x)ميناميم و ان را  به 

 چي قسم ميتوانيم، که براي توليد زیاد مصرف را پایين بياوریم؟

 رابطه بين ست توليد و تمام مصارف قایم ميکند.   K(x)تابع مصرف 

 زیاد ميشود.  Kزیاد شود، پس مصارف هم در حدود xر توليد در حدوداگ

تقسيم تفاضل 
K

x




)تغير xتولید زیاد شدن مصارف وسطي را نشان ميدهد، با تغير  

 وسطي(

در جاي 
0x   قيمت تغير لحضوي قيمت مشتق ناميده ميشود. این به قيمت ليميت

0
lim
x

K

x 




  

 . K تعين ميشود، این به معني ، که مشتق تابع مصارف

یاد ميشود و یا انرا   K'(x)به نام قيمت مشتق   K(x)تعریف :  مشتق تابع مصارف

 اميم.هم مين   K'(x)مصارف قيمت هاي حد

 داده شده باشد.   مثال:  قيمت تابع مصارف 

ترتيب   K'(x)و  K(x)الف:  قيمت مشتق را تعين نمایئد، یک جدول مصارف را براي  

 کنيد و در سيستم قيمت وضعيه گراف انرا بکشيد.

 قدم. ۷قيمت ليميت به وسعت   I = [ 0 ; 6 ]براي  

 یئد:ب :    زیادشدن مصارف بسيار کمى را تعين نما

. 

. 
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 تابع زیر را داریم:

 

 قيما مشتق

 جدول قيمتها

 

 

قرار دارد، یعنې در انجاي که   K'(x)کميدر رآس پارابول زیاد شدن مصارف بسيار 

 افقي افتاده باشد K'(x)دتانجنت 

 

 برا ي افقيت تانجنت : 

 یاد داشت:  این موضوع بالا در موضوع افراطیت روشن شده.

تمرینها :  از این کارتون مربع) د کلک کاغذ 

ازي ضلع دارد سانتیمتر در ۲۱څخه جوړ( که 

 دارد.  xیک بکس مي سازیم که بلندي 

الف:  ترم  یک تابع را تعین نمایئد، که حجم 

 نشان میدهد.  xدر تابعیت  Vبکس 

ګراف را رسم نماید و به قسم فقریبي حجم  –ب 

 ماکزیمال را تعین نماید.
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او د ټول   xد ناروغانو ګڼه )تعداد(    K(x) در یک شفاخانه د نرختابع)مصرف تابع(  - 

  y = 1ناروغانو معنی او   100د     x = 1مصرف ترمنځ  اړېکې انځوروي، داسې چې 

 (   .  .Tag / € 1000د روځې زر یورو)   .Tag / € 1000دۍ معنی چې 

 

 

 

 

 الف :  تابع مصارف  در کتاپچه خود بنویسید.

ب: مشتق تابع مصرف به نام مشتق مصرف  یا حد مصرف یاد میشود. شما زیادشدن 

را تعین نماید و    K(x)  .)K'(x)مصرف  درتابعیت مریضان تشریح کنید. بلندشدن 

 رسم نماید. ګراف شان را در سیستم وضعیه

 پ:  به کدام تعداد مریضان زیاد شدن مصارف بسیار به پین میاید؟ این قیمتها را بشارید.

مصرف( یا دحدمصرف په نامه یادیږي. تاسو -ب : د لګښت تابع مشتق د مشتق لګښت )

جګېدونه(.   K(x)د لګښت زیاتېدنه  د ناروغانو په واکوالي یا تابعیت کې تشریح کړۍ. )د  

K'(x)  سیستم( کې انځور کړۍ(-ولاړ -وټاکۍ او ګراف یې په وضعیه سیستم ) پروت 

 پ : د ناروغانو د کوم تعداد سره د لګښت زیاتوال خورا کم دۍ؟ دا قېمتونه وشمېرۍ. 

 

 ۷۵۱                                                       ټولگه:                                   
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 :ټولگه                   

 ( Theorem of Rolle)  )   قضيه رول   

 

],[در اینتروال بند  fاگر یک تابع ba  متمادي وk  دربينa  وb  واقع باشد، پس درانجا

kcf، طورى که استموجود   bf)(و af)(در  بين  cکم از کم یک عدد )(  .است 
 

 قضيه قيمت وسطي مشتق :

 

  [a,b] محدود بالاي انتروالy=f(x اگر تابع)

 قابل  (a,b)غير متمادي و بالاي انتروال باز 

)مشتق باشد، پس در انجا یک جاي   , )x a b   

 موجود ميباشد، که براي ان داریم:

      

0

( ) ( )
'( )

f b f a
f x

b a





   

 قیمتهاي وسطي:  قضیه وسعت یافته

 

x(fu)f(gv(اگر  و )x(fu)f(gv  توابع متمادي بالاي اینتروال محدود[a,b] با شد و  بالاي اینتروال

'قابل مشتق و   (a,b) باز ( ) 0g x  صدق کند، پس براي تمام( , )x a b كم از كمه یک ،

0جاي  ( , )x a b  :موجود ميباشد که ازان بدست مي اید 

)x(g

)x(f

)a(g)b(g

)a(f)b(f

0

0










 

 قضيه قيمت وسطي مشتق :

 

  [a,b] بالاي انتروال محدودy=f(x اگر تابع)

 قابل  (a,b)غير متمادي و بالاي انتروال باز 

 ټولگه:                          ۷۵۵         
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b

Tangente

Sekante

)b(f)a(f 

y

x
0xa

b

Tangente

Sekante

)b(f)a(f 

y

x
0xa
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)ق باشد، پس در انجا یک جاي مشت  , )x a b   

 موجود ميباشد، که براي ان داریم:

      0

( ) ( )
'( )

f b f a
f x

b a





   

 قضيه:

 قابل مشتق باشد.  Iدر اینتروال    f(x)تابع   

ه ب f’(x) <0 :مونوتون متزاید ميباشد،  پس اعتبار دارد Iدر اینتروال  f(x)اگر تابع    --

xتمام  I 

براي   f’(x) >0 : مونوتون متناقص ميباشد، پس اعتبار دارد Iدر اینتروال   f(x)اگر  --

xتمام I . 

xباشد، براي تمام  f’(x) <0اگر     - I  پس  ،f(x)    در اینتروالI  مونوتون متزاید

 شد.ميبا

xباشد، براي تمام f’(x) >0اگر     -   I  پس  ،f(x)   در ایتروالI  مونوتون متناقص

 ميباشد.

xباشد،  براي تمام f’(x) 0<اگر     - I  پس  ، f(x)   در اینتروالI  مونوتون متزاید

 قوي ميباشد

xاي تمامباشد، بر  f’(x) 0 >اگر   -   I  پس ،f(x)  در اینتروالI  مونوتون متناقص

 قوي ميباشد.

یک نقطه اعظمي به  . تعریف شده باشد 0x = xکه  در ساحه y = f (x):  تابع تعریف

 نزدیک باشد صدق کند:   x 0که به تمام  xهمینطور یک نقطه اصغري دارد، اگر براي 

 ۷۵۰مجموعه                                                                                        
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f ( x0 )     >f ( x )           )f ( x0 )   <f ( x )به همینطور( 

 : جمله 

 (: افراطيشرایط ضروري براي یک نقطه )  

در افراطيقابل مشتق یک نقطه  y = f ( x)اگر یک تابع  
0 x :داشته باشد پس داریم 

f ' ( x ) = 0         

 :): ) شرایط تکمیلکننده براي یک نقطه افراطي)بحراني( ۱۱.  ۲۱جمله 

 دو مرتبه قابل مشتق باشد و داشته باشیم :  0x = xکه در  y = f ( x)تابع اگر براي یک 

 f' ( x ) = 0    ,   ' ' ( ) 0f x                                

 درانجا یک اكستریموم دارد.  y = f ( x) پس تابع

")(0 نقطه اصغري به پیش داریم، اگر داشته بالشیم:  xf     

  : نقطه اعظمي به پیش داریم، اگر داشته باشیم  0)(" xf           

 )  از مشتق اول(: مشتق دوم:

       
2( ) 3 4 4

"( ) 6 4

f x x x

f x x

   

 
 

براي 
2

6 4 0
3

x x     ))خم بودن چپ) انحني چپ )یامقعر 

براي 
2

6 4 0
3

x x     ودن راست) انحني راست)  یامحدب((خم ب 

 

 مجموعه                         ۷۰۹          
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در یک ساحه   y = f ( x)تعریف: تابع قابل مشتق 
0x = x  یک نقطه انعطاف چپ- 

چپ دارد، اگر مشتق ان درانجا یک نقطه  -ت و به همین قسم نقطه انعطاف راست راس

 اعظمي و یا یک نقطه اصغري دشته باشد.

 

 جمله:  ) شرایط ضرور براي یک نقطه بحراني(:

   f'(x)=0نقطه بحراني داشته باشد، پس داریم: 0xدر y=f(x)اگر یک تابع قابل مشتق 

 (::  ) شرایط ضروري براي نقطه انعطاف ۱۲.  ۲ه جمل

كه در  y = f ( x)اگر یک تابع 
0x = x  دو مرتبه قابل مشتق باشد و درانجا یک نقطه

   f '' ( x ) = 0انعطاف داشته باشد ، پس بدست مي اید:

که سه y = f ( x)ع انعطاف(: اگر براي یک تابده براي نقطه ن:)  شرایط تکمیل کن جمله 

 قابل مشتق باشد، داشته باشیم:   0x = xدفعه  در  

    f '' ( x ) = 0 ,       او' ' ' ( ) 0f x                         

، پس یک نقطه انعطاف  f '''  ( x ) < 0 پس درانجا یک نقطه انعطاف موجود است. اگر

چپ به پیش  -یک نفطه انعطاف  راست  f ''' ( x ) > 0 داریم. براي  راست به پیش-چپ

 داریم.

 : تعين باید شد، که تابع  متناظرمحوري ویا متناظرنقطه است. Symmetrienمتناظر  

  f(-x) = f(x) براي متناظرمحوري صدق ميکند:

   f(-x) = –f(x)براي متناطر ن؛قذه سدق ميکند. 

 بررسي شود.  x< 0د فقط براي هردو حالت بالا بای

 ۷۰۷مجموعه                                                                                     
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 یکنواخت بودن

xبراي تمام   f’(x)< 0اگر  – ۷ I  باشد، پسf(x)   در اینتروالI   یکنواخت متزاید

  است.

xبراي تمام   f’(x)> 0اگر  I پس ,باشدf(x)  در اینتروالI   .یکنواخت متناقص است  

xبراي تمام   f’(x) > 0اگر  - ۱ I  تابع باشد، پسf(x)  در اینتروالI    متزاید

 یکنواخت قوي ميباشد.

xبراي تمام  f’(x) < 0اگر     I   باشد، پس تابع f(x)  دراینتروالI   یګنواخت متناقص

 قوي ميباشد.

 

    :لو، پيتال وقاعده  برنولي و  د

 de l’Hospital  Bernoulli and 

 

)0اگر در یک ساحه )U x  0در جايx توابعu=f(x)  وv=g(x)  قابل مشتق باشد با

' ( ) 0g x  و براي تمام( )x U x 0وx جاي صفرf وg  0باشد، با 0( ) ( ) 0f x g x   ،

 پس صدق ميکند:

,
)x(g

)x(f
lim

)x(g

)x(f
lim

00 xxxx 





 

 تا که حد طرف راست موجود باشد.

 به همين قسم بدست مياید:        

)x(g

)x(f
lim

)x(g

)x(f
lim

xx 





 

  

یاد ميشود و یا انرا   K'(x)به نام قيمت مشتق   K(x)تعریف :  مشتق تابع مصارف

 هم ميناميم.   K'(x)مصارف قيمت هاي حد

 تمرینونه                                  ۷۰۱         
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 تمرینات  فصل:

 بدهید. aحالت مونوتوني توابع کسري زیر را در تابعیت   -- ۱

1

1
)()

2

1
)()

2 





ax
xfb

ax
xfa 

و یا قوي  مطالعهه کنید، که ایا توابع زیر در ساحه تعریف خود مونوتون    -- ۲ 

 مونوتون دي.

72)()
2

)() 5 


 xxfb
e

e
xfa

x

x

 

 توابع نا راشنل  یا کسري زیر را به خواص همنوایي مطالعه کنید.   -- ۱

3 2 1)())()
2

 xxfbexfa x 

 تمام نقاط لوکال انحرافي توابع زیر را دریابید.  -- ١

)1ln()())(
2

1
)()

)3()())()

2

24 2









xxfdeexfc

exxfbexfa

xx

xx

 

 ر انتروال زیر  دریابید[تمام  قیمتاهي افراطي لوکال )مربوط جاي( د  -- ٢

2

2 2 .

1
) ( ) sin ) ( ) sin( )

2 2
a f x x b f x x

 



 

  
 

 

 تمام نقاط لوکال و گلوبال انحرافي توابع زیر را  دریابید.  -- ٦

 ۷۰۱تمرینونه                                                                                    
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3 2

22

3)())()

3)())()

xxfdxxxfc

xxfbxxxfa




 

 اول قیمت مطلقه را بشمارید و بعدآ تمام قیمتهاي افراذي را تعین نمایئد.  -- ۲

2 2) ( ) | | ) ( ) | 2 8 |a f x x x b f x x x     

با    fاز تابع  – ۱
2

2

2
( ) , 1

( 1)

x x
f x x

x

 
 


 نقاط انعطاف را دریابید. 

را با     fع را بشمارید و هم بلندي  تابع  قیمتهاي تاب  x2=2و   x1=1براي   -- ۵

 . 

 کدام بلندي را دارد.  در جاي صفر تابع   – ۱۱

 

 در کدام نقاط دارد؟ بلندي   گراف   -- ۱۱

 

میخواهیم قیمت تابع   x0=-1در جاي  ----۱۲  

 و بلندي گراف را دریابیم. 

xبه کومک قاعده لو، پیتال براي – ۱۱   .قیمتهاي حد توابع را بشماریم 

5234

32
)()

13

42
)()

23

2

3

3











xxx

xx
xfb

x

xx
xfa 

 براي توابع زیر بحث تحلیلي را پیش ببرید و گرافهاي شاد را رسم نمیئد.  -- ۱١

 تمرینونه                         ۷۰۴         

-------------------------------------------------------------------------------  

 

 

(c) ketabton.com: The Digital Library



 
 سرليک 200 

12)()223)()

3

2

9

1
)()4)()

2423

2423





xxxfdxxxxfc

xxxfbxxxfa
 

 براي توابع زیر بحث مکمل منحني ها را مطالعه و گرافهاي شان را رسم نمایئد. – ۱٢

3

9
)()

1

13
)()

3

2
)()

2

4
)()

22

2

2

2














x
xfd

x

x
xfc

x

xx
xfb

x

x
xfa

 

 جا هاي صفر توابع زیر را دریابید. – ۱٦

3 2 4 3 2

3 2 3 2

4 3 2 4 3 2

3 11
) ( ) 3 ) ( ) 2 13 14 24

2 2

1 1 1
) ( ) 6 8 ) ( )

3 4 12

) ( ) 7 6 ) ( ) 6 11 60 100

a f x x x x b f x x x x x

c f x x x x d f x x x x

e f x x x x x f f x x x x x

        

      

         

 

په   x3=4او  x1=-2 , x2 = 0محور د   - xد دریمې درجې تام راشنل گراف د   -- ۱۲ 

 ټکو کې غوڅوي.

 ټکي څخه هم تېر شي؟ P(2,-8)د تابع مساوات کوم دي، که سربېره پر دې گراف د  

په ټکو  x2=3او   x1=0,5محور د  - xد یوه څلورمې درجې تام راشنل تابع د  -- ۱۱

 کې غوڅوي.

کې  په ټکي P(0,9)محور د   - yد تابعبرابرون څنگه دى، که  پرسېره پردې گراف د 

 هم لمس کړي.   

  د څلورمې درجې  د یو تام راشنل تابع گراف د وضعیه قیمت سیستم پیل  او له   -- ۱۵

 محور هم د   –xد تابع مساوات څنگه دي، که گراف د  ټکي تېریږي.  

 ۷۰۸تمرینونه                                                                               
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x1=-1    سره لمس کړي او  پهx2 = 2  .کې غوڅ کړي   

 جا هاي صفر توابع زیر را دریابید.  -- ۲۱

2 3 2

3 2 4 3 2

2 15 2 4 8
) ( ) ) ( )

4

5 3 4 4
) ( ) ) ( )

0.5 5

x x x x x
a f x b f x

x x

x x x x x x x
c f x d f x

x x

    
 



     


 

 

 dو a,b,cاعداد  ثابت  با   fاز یک تابع مسېي راشنل  – ۲۱

یک  x=0جا هاي صفر واقع باشد و تابع  در   x1=-2, x2=-(1:2)د،  اگر با را دریابی

 جاي خالي داشته باشد.

    با     x1=1تابع در fتابع  کسري راشنل  – ۲۱

 سه جاهاي صفر دارد.

به کومک تقسیم یک ساحه  مطالع کنید که در همین ربع جاهاي صفر حرکت دارد و یا  

 دهد.جاهاي صفر  ربع را  تغیر می

 یک ترم را طوري تعین نمایئد، که جاهاي صفر پریدیکي زیر  توابع را بدهد.   -- ۲١

 واقع باشد. از طریق شمردن جاهاي صفر بنامین که در انتروال    

)
3

2sin()()sin1)()

)
4

sin()()3sin
2

1
)()

2 







xxfdxxfc

xxfbxxfa

 

 چرا توابع زیر جاهاي صفر  نه دارد؟  – ۲٦

 تمرینونه                        ۷۰۶          
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xxfd
x

e
xfc

x

x
xfbxxfa

x
2

2
2

sin1)()
1

)()

1
)())3ln()()









 

  yچرا ممکن است که یک تابع بسیار جاهاي صفر داشته باشد، ولي به محور   -- ۲۲

 تنها یک جاي صفر دارا میباشد؟

در ساحه    fکه براي یک تابع  در باره  تعداد جاهاي صفر چیزي گفته میتوانید،   --۲۱

1fتعریف شان یک تابع معکوس     هم موجود میباشد؟ 

 نقاط تقاطع توابع زیر را دریابید.  yبا محور  —۲۵

xx exffexxfe

x
xfd

x

xxx
xfc

xxxfbxxxfa

 











1

2

1

2

24

3
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9
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)()

2

3
)()

)1ln()1()()12)()

 

   از تابع تام راشنل   --۱۱

ود.  از طریق خواندن تعین ش  yمیتواند  دقطه تقاطع با محور   با 

 بدین رابذه دلایلي را بیاورید .

با   fقیمتهاي  تابع را بشمارید و هم بلندي تابع    x2=2و   x1=1براي  —۱۱

. 

 در جاي صفر کدام بلندي دارد.   تابع  —۱۲

 توابع زیر درکدام جاها تانجنت افقي دارد؟  --۱۵

 

 ۷۰۱                                 تمرینونه                                                 
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در جاي گراف    aبراي کدام قیمتهاي   --١۱
0 0x    بلندي

 دارا میباشد؟  ۲

 دهید.تمام نقاط اعظمي لوکال توابع زیر را نشان   -١۱

26
3

10

2

1
)()205)()

54)()715184)()

16
2

3
)()1093)()

23435

2423

2323







xxxxffxxxxfe

xxxfdxxxxfc

xxxxfbxxxxfa

 

م  چند جاهاي لوکال انحراف که بسیار زیاد باشد -nیک تابع تام راشنل درجه    --١۱

 میتواند داشته باشد؟ 

 ضرور نمي باشد؟  چرا براي تقطه اعظمي شرایط  --١١

 جاهاي لوکال انحرافي توابع زیر را تعین نمایئد.   --١٢

4)()
3

8
2

3

1
)()

1
3

1
)()184

3

2
)()

424

423





xxfdxxxxfc

xxfbxxxxfa

 

 د ر انتروال  جتجو شود.   fتمام قیمتهاي افراطي تابع   --١۲

2

2 2 .

1
) ( ) sin ) ( ) sin( )

2 2
a f x x b f x x

 



 

  
 

 تمام نقاط لوکال و گلوبال توابع زیر را پیدا شود. --١۱

 

 تمرینونه                          ۷۰۵        
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3 2

22

3)())()

3)())()

xxfdxxxfc

xxfbxxxfa




 

با    fنقاط انعطاف تابع -
2

2

2
( ) , 1

( 1)

x x
f x x

x

 
 


 را دریابید. 

0تمام جاهاي انعطاف در انتروال     --٢۱ 2x     .یافته شود 

a)     f(x) =  x + sinx          b)         f(x) = 2(1-sin2x) 

 به قابلیت مشتق مطالع شود. 0xتوابع زیر را در  --٢١





































 1,11

1ln
)()

1,1

112
)()

1,1

112
)()

0,01

0cos
)()

00

1

0

2

0

2

xxx

xx
xfd

xxe

xx
xfc

xxx

xx
xfb

xxx

xx
xfa

x

چرا متمادیت براي قابلیت مشتق شرطضروري، مگر  قابلیت مشتق براي   --٢٢

 متمادیت لپاره  شرط تکمیل کننده است؟

xبه کدام دلیل توابع تام راشنل براي—٢٦ R  قابل مشتق میباشد؟ 

 تحلیل کنید، که ایا توابع زیر در ساحه تعریف خود  دقیقآ مونوتون میباشد.    --٢۵

72)()
2

)() 5 


 xxfb
e

e
xfa

x

x

 

در کدام ساحه  توابع تام راشنل زیر یک خمي چپ دارد و درکدام خمي راست   --٦۱

 دارد.

 ۷۰۰             تمرینونه                                                                         
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3 2 3 2) ( ) 6 5 2 ) ( ) 2 3 4a f x x x x b f x x x x         

 به سوي برود.  حالت توابع زیر را تحلیل نمایئد، اگر    --٦۱

3

1
)()

2

5

2

3

2

1
)()

5

4

5

1

5

2
)()6

3

1
)()

23)()544)()

2324

25

23423







xxxxffxxxfe

xxxfdxxxfc

xxxxxfbxxxxfa

 

ش چیزي گفته نمي در باره لیمیت پیش از پیساده به طور    چرا براي  ٦۲

 تواند شود: 

xexxfb
x

xxfa  )()
ln

1
)() 3 

 با  اکسپوننت جفته توابع  تام راشنل  کدام قسم سیومتري دارد؟  --٦۱

بااکسپوننت طاق  یک تابع  تام رشنل فقط در جاي با نقطه شروع نقطه سیومتري   --٦١

 میباشد، که قیمت  مطلق صفر شود؟ 

ه در اساس خوانده شده نه دارد. نشان دهید که این توابع زیر  خواص سیومتري ک  --٦٢

 باز هم سیومتریک میباشد.

2

2

1
) ( ) ( 2) ) ( ) 1

1
) ( ) ( 1) 3 ) ( ) 2

4

a f x x b f x
x

c f x x d f x
x

   

     


 

 

 توابع تام راشنل به  محدودیت مطالعه نمایئد.  --٦٦

 تمرینونه                         ۱۹۹         
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12)()1)3()()

241243)()42)()

32

2342





xxxfdxxfc

xxxxxfbxxxfa
 

xبه کومک قاعده دو لو، پیتال  براي   --٦۲     قیمت لیمیت توابع کسري راشنل

 شمرده شود.

5234

32
)()

13

42
)()

23

2

3

3











xxx

xx
xfb

x

xx
xfa 

 براي  تابع  راشنل تام  نقاط انعطاف و نورمال یا عمود را بنویسید. --٦۱

 

 را بنویسید.  tfاف مساوات تابع  نقاط انعط  --٦۵

 

 براي توابع زیر  بحث تحلیلي منحنیها را کنید و گرافهاي شان را رسم نمایئد.   --۲۱

12)()223)()

3

2

9

1
)()4)()

2423

2423





xxxfdxxxxfc

xxxfbxxxfa
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 تجزیه  کردن به کسور قسمي     

 

 خطي دارد.مختلف کسور اصلي، که مخرج شان ضریبهاي الف( 

 

x)(اساس: اگر  پولینوم مخرج 
n

P   یک پولنوم اصلي
)(

)(

x
n

P

x
m

P
به ضریبهاي  مختلف  

)())((...)(خطي  21 nxxxxxxx
n

P    قابل تجزیه میباشد، پس پولینوم
)(

)(

x
n

P

x
m

P
  

به طور زیل 
nxx

N

xx

C

xx

B

xx

A

x
n

P

x
m

P








 ...

)(

)(

321

 عوض میشود.     

  A,B,C,...,Nبه این قسمي  شکل   تجزیه  به کسور قسمي نامیده میشود،  اعداد   

 اعداد حقیقي میباشد.

 

 رد؟داکه این کسور قسمي در کجا تعریف ¸فعالیت :در ورودي بالا نشان دهید

 براي یک کسر دلخواه  تجزیه یک کسر قسمي و ساحه تعریف شان داده شود.  -  

مثال:  پولینوم اصلي  
1074

394
23

2





xxx

xx
 به کسور  قسمي تجزیه نمایئد.    

01074حل :  حل  او ل  مساوات  23  xxx  11که x  است از راه امتحان  پیدا

 میکنیم.

 ...تجزیه  کردن به                        ۱۹۱         
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3تقسیم پولینوم  2 2( 4 7 10) : ( 1) 3 10x x x x x x       ما را به تجزیه

)1)(103(1074 223  xxxxxx  1032رهنمایي میکند   مساوات  xx 

22حالا حلهاي دیگري دارد:   x  53و x . 

1074)5)(1)(2(بدین اساس داریم: 23  xxxxxx. 

تجزیه کسر اصلي   
1074

394
23

2





xxx

xx
 به کسورقسمي:   

وم  میتواند کسر داده شده  به سه قسمت جمع کسور قسمي از  طریق قاعده شمردن پولین

 تجزیه شود، مخرجهاي شان ضریبهاي خطي میباشد:

 
2151074

394
23

2














x

C

x

B

x

A

xxx

xx
 

 جمع کسور قسمي با وسعت:

 د غزېدنې سره د ټوټه کسر جمعه:    

 مخرج اصلي مخرج پولینوم کسر تجزیه شده میباشد.

2

3 2

2 2 2 2

3 2 3 2

2 2

3 2 3 2

4 39 ( 1)( 2) ( 5)( 2) ( 5)( 1)

4 7 10 ( 1)( 5)( 2)

4 39 2 3 10 6 5

4 7 10 4 7 10

4 39 ( ) ( 3 6 ) ( 2 10 5 )

4 7 10 4 7

x x A x x B x x C x x

x x x x x x

x x Ax Ax A Bx Bx B Cx Cx C

x x x x x x

x x A B C x A B C x A B C

x x x x x x

         


     

         


     

          


     10

 

 از طریق مقایسه ضریبها:    Cو  A ,Bتها   تعین قیمت صور

در کسر مخرجهاي مساوي کفایت میکند که صورتها با هم مقایسه شود. درین حالت باید 

xxتواتنهاي ضریبهاي مساوي، به این معني که    باید مساوي باشد.   0xو  2,
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------------------------------------------------------------------------------- 

                                              

4 I

3 6 1 II

2 10 5 39 III

A B C

A B C

A B C

  

   

   

 

سه مساوات بالا  را به دو  IIIهر دو با و جمع  2به فاکتور  IIو  Iضرب مساوات  

 مساوات پاین با دو متحول کوتاه میسازد:  

       
IV41716

V728





CB

B
 

37224مساوي کیشود به:  IV.Vمساوات  BB  

V  :14173.16در  3Bجا به جا کردن   CC 

I  :2413در   1Cو  3Bدن دجا به جا  کر  AA  

 به جا به جا کردن در فرمول تجزیه کسر قسمي مطلوب بدست مي اید: 

2

1

1

3

5

2

1074

394
23

2














xxxxxx

xx
 

 ما این را به یک امتحان میتوتنیم امتحان کنیم. 

 امتحان:




















1074

394

1074

394

)2)(2)(5(

)1)(5(1)2)(5(3)2)(1(

1074

394

23

2

23

2

23

2

xxx

xx

xxx

xx

xxx

xxxxxx

xxx

xx

 

 تمرینها:  

 کسور پولینومهاي اصلي پاین را به کسور قسمي تجزیه نمایئد. 
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2 2

3 2 3 2

2 20 12 1 4 10 12
) , ) , )

2 5 6 6 8

x x x x
a b c

x x x x x x x

    

     
 

 

 مساوي خطي دارد.کسور پولینوم اصلي، که مخرج شان فاکتورهاي 

 

x)(اگر مخرج  
n

P  پولینوم اصلي
)(

)(

x
n

P

xP

توان فاکتور خطي   
0

xx  یعني

nn xx

N

xx

B

xx

A

)
0

(
...

)
0

()
0

( 






میباشد، پس براي این فاکتورهاي خطي پولینوم  

 شکل زیر را به خود اختیار میکند:

254

263
23

2





xxx

xx
  

قسمي تمام فاکتورها خطي که به طور ساده بدست امده به شیوه)شکل( اشنا داده کسور 

 میشود.

 

 مثال:

براي کسر پولینوم اصلي   
254

263
23

2





xxx

xx .تجزیه به کسور قسمي داده شود 

 تجزیه مخرج به فاکتورهاي خطي:

11حل اول   x  0254پولینوم 23  xxx  طریق امتحان دریافت میشود.از 
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)244(:)1(23تقسیم پولینوم  223  xxxxxx  ه زیر  رهنمایي مارا به تجزی

 میکند.

)1)(25(244 223  xxxxxx 

0232مساوات   xx   12حل x  23و x  را دارد. پس ازین بابت براي مخرج

223است:         ډبلحل  )1)(2()254  xxxxx 

  شروع کسر قسمي:

                                     
223

2

)1()1(2254
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 :طریق وسعت )امتداد(جمع کسرقسمي از 
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)22()32()(
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263
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)2()1)(2()1(
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263
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2
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2

2

2

23

2







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







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CBAxCBAxBA

xxx

xx

xx

xCxxBxA

xxx
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 از طریق مقایسه کردن ضریبها: Cو   A,Bقیمت صورتهاي 

III222

II632

I3







CBA

CBA

BA

 

 دوو مساوات را  میدهد به دو متحول:    Iهمراه با   IIIو جمع به  2به  IIضرب مساوات  

II1043

I3





BA

BA
 

  IV   :A = 2و جمع شان به  4به  Iضرب 
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I  :132در   A = 2جا به جا کردن   BB 

III  :1222.22در    B = 1و   A = 2چا به جا کردن    CC  

 

 از فرمول تجزیه کسور قسمېي بدست مي اید: 

2
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2
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2
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263
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xxxxxx

xx 

 تمرینونه:

 تجزیه کردن پولینوم اصلي اتي را به کسور قسمي بدهید: 

              

23

2

24

2

23

2

23

2

5
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12
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96

36183
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1053
)
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



 

 مي شود.پ ( کسور پولینوم اصلي، که مخرج شان به فاکتور هاي خطي تجزیه ن

 اساس:

x)(اگر  پولینوم مخرج  
n

P  یک پولینوم اصلي کسري
)(

)(

x
n

P

x
m

P
دیگر به ضریب حقیقي  

در پیش داریم، پس براي تجزیه کردن به شکل   ax²+bx+cتجزیه نه شدني  

cbxax

BAx




2

 اورده شود.    

 

 مثال: 
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براي کسر پولینوم  
463

985
23

2





xxx

xx
 تجزیه به کسور قسمي داده شود.    

 

 تجزه مخرج به ضریبها خطي : 

11حل اول  x   0463مساوات 23  xxx  از طریق امتحاني دریاف میشود 

 

)463(:)1(42تقسیم بولینوم  223  xxxxxx :ما را به پاین رهنمایي میکند 

)42)(1(463 223  xxxxxx 

 

422زین بابت که مساوات ا  xx  حل حقیقي نه دارد، پس در ساحه اعداد حقیقي تجزیه

 زیادي ناممکن است.

422 ازین بابت  کسر پولینوم شکل زیر را دارا میباشد:   xx

Ax

 

یکجا با کسر فورم  
1

c

x 
 د:مارا به تجزیه کردن کسرقسمي میبر   

 

142463

985
223

2













x

C

xx

BAx

xxx

xx
    

 ازز طریق امتداد  جمع کسور قسمي:  

463

)4()2()(

463

985

463

)42()1)((

463

985

23

2

23

2

23

2

23

2



















xxx

CBxCBAxCA

xxx

xx

xxx

xxCxBAx

xxx

xx
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 ...تجزیه  کردن به                       ۱۹۵          

-------------------------------------------------------------------------------  

 ه کردن:از طریق مقایس  A,B,Cتعین ضریبها   

A+C = 5                  I 

A + B + 2C = 8             II 

B + 4C = 9             III 

دو مساوات بدست مي اید، که  دو  I همراه با   IIاز مساوات  IIIاز  طریق تفریق   

 متحول را دارد:

A – 2C = 5            IV 

A + C = 5           I 

II:   263 تمساوا منقي از  IIIمساوات   CC 

I:  192.4در    C = 2با جا به جا کردن   BA   

III : 192.4در   C = 2با جا به جا کردن    BB   

 اگر این بالا را در فرمول تجزیه کردن جا به جا کنیم، پس به دست میاید: 

 

1

2

42

13

463

985
223

2













xxx

x

xxx

xx
 

 

 تمرین:

 لینومهاي کسري ریر را به کسور قسمي بدهید:تجزیه  پو 
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 ۱۹۰                                              ...تجزیه  کردن به                                 

-------------------------------------------------------------------------------  

122
)

54

10168
)

42

834
)

562

122
)

2323

2

3

2

23

2













xxx

x
d

xxx

xx
c

xx

xx
b

xxx

xx
a

 

 لینوم نا اصليج ( کسور پو

اگر درجه پولینوم صورت یک پولینوم 
)(

)(

xP

xP

n

m   ،از درجه پولینوم مخرج بزرگ باشد

پس این پولینوم به یک پولینوم ناطق تام و یک پولینوم کسري اصل میتواند تجزیه 

 شود.

 

 مثال:

پولینوم کسري   
82

12063
2

23





xx

xxx
 به کسور قسمي تجزیه نمایئد.   

درجه صورت پولینوم سه است و از مخرج دو. پس بدین اساس یک پولینوم نا اصلي را 

 در پیش داریم.

 تقسیم پولینوم:

14

)2463(

82

14
3)82(:)12063(

23

2

223










x

xxx

xx

x
xxxxxx

 

براي کسر باقیمانده   
82

14
2 



xx

x
عملیه تجزیه به کسور قسمي را به پیش میبریم.   

 مخرج را به  ضریبهاي خطي تجزیه مینمایم:
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 ...تجزیه  کردن به                        ۱۷۹         

-------------------------------------------------------------------------------  

21حل      x² - 2x -8 = 0براي مساوات    x     42و x .را داریم 

2 پس است:  2 8 ( 4)( 2)x x x x    . 

 براي تجزیه کسور قسمي جا به جا میکنیم: 

2482

14
2 









x

B

x

A

xx

x
 

 جمع کردن کسور قسمي از طریق امتداد: 

82

)42()(

82

14

)2)(4(

)4()2(

82

14

22

2



















xx

BAxBA

xx

x

xx

xBxA

xx

x

 

 به کومک مقایسه کردن ضریبها:  Bو  Aتعین  

      
II442

I4





BA

BA
 

 :  IIو تفریق از  2با   Iضرب 
2

3
96  BB   

 جا به جا کردن:  IIدر 
2

5
1

2

3
42  AA 

دست اورد وسطي :  
)2(2(

3

)4(2

5

82

14
2 









xxxx

x
 

 متحول  را تجزیه کردن به کسور قسمي شکل زیر را به خود اختیار میکند:

)2(2

3

)4(2

5
3

82

12063
2

23











xx
x

xx

xxx
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 ۱۷۷                                               ...تجزیه  کردن به                                 

-------------------------------------------------------------------------------  

 تمرینونه: 

 تجزیه به کسور قسمي  کسور زیر را بدهید.  

   

64

497164
)

1

2
)

34

43782
)

86

171773
)

23

23

3

23

2

234

2

22

















xxx

xxx
d

x

xx
c

xx

xxxx
b

xx

xxx
a
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 پيشگفتار  براي شمردن انتيگرال

  

ح محدود به یونانيهاي قدیم شمردن سط

از منحني معلوم بود. این شمردن مستق، 

که ما حالا به ان سروکار داریم، بسيار 

پسان )رد  اواخر قرن هفده( از سوي 

علما علوم طبيعي  لایبنيڅ و نيوتن 

 اختراع شد.
 

 

 فعاليت:

 براي شمردن سطح محدود  شکل بالا را پيشنهادها  کنيد. -

 اشنایي دارید؟ایا شما به شمردن این قسم مستوي  -

 ایا شما مساحت مستوي نزدیک به این شمردي ؟  -

 اگر بلي پس انرا بڼویسيد. -

این مستوي بالا  از طریق قيمت وضعيه به چهار  حصه تقریبآ مساوي تقسيم کنيد و و در -

 باره انتيگرال ان فکر کنيد. 

 مثال:

این چمن تصویر شده به فروش میرسد. 

ود است ، از طرف بالا به جویچه محد

از طرف راست زمین همسایه است، 

طرف چپ کوچه و از طرف پایین هم 

 زریعه یک کوچه محدود میباشد.

براي این که چمن فروخته شود باید 

 سطح مستوي شناخته شود.

سطحي فروشنده باید تقریبا پوره مگر به 

هم  گیرنده هیچنگاه کم شمرده نه شود. 

د براي خود شان فکر میکند که پول بای         

له
پو

ه 
سر

ي 
نډ

او
 گ

د
 

 ویاله

څه
کو

 

 کوڅه

 چمن
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تادیه شود، مگر به هیچنگاه  قیمت زمین 

 باید از اصل زیاد شمرده نشود. 

 

بعد ازین که فروشنده و گيرنده سطح چمن را تعين کرد، هر دو براي تادیه پول یکجا  

 ميشود و به این مطلوب به موافقه ميرسد.

200جویچه  مساوات تا بع 
400

1
)( 2  xxf  .را دارد 

 ممکنه براي گيرنده.حل 

 

 50m هر قسمت)زمين مستطيلي(

عرض دارد و بلندي در رسم داده شده 

دارد. سطحي تمام مستوي را یکجا 

 ميشماریم.

         

123700

2530050506

2125050425

1280050256

1500050300

1280050256

1125050225

1030050206

1000050200

















 

زمين به طور زیل به قسمتهاي دراز ) 

 پارچه زمين( تقسيم ميشود

 

    

m 123700براي گيرنده تمام سطحه تقریآ  
2

 است. 

   

 حل ممکنه براي فروشنده :

 50m هر قسمت)زمين مستطيلي(

عرض دارد و بلندي در رسم داده شده 

دارد. سطحي تمام  زمين مستوي را 

 یکجا ميشماریم.

 

 

 mد اوږدوالي واحد)یوون(په 
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143700

3000050600

2530050506

2125050425

1280050356

1500050300

1280050256

1125050225

1030050206

















 

 
 

m 143700 براي فروشنده مساحت تمام مستوي  تقریبآ  
2

 است. 

ت وسطي بياید، این به معني که هر دو شان قيمت فروشنده و گيرنده هر دو باید به قيم

2133700وستي با هم بقبولاند.  یعني قيمت وسطي زمين، که  
2

143700123700
unt


  

 است:

23.133333این پسانتر در حصه انتيگرال معين شمرده خواهد شد، که قيمت حقيقي  m 

 ميباشد.

 ، ناميده ميشود.حساب کردن این قسمي براي گيرنده ،، جمع پاین،

 ناميده ميشود. جمع بالاي،،حساب کردن این قسمي براي فروشنده ،،

 این قيمت اصلي زمين کدام جا در وسط واقع است. 

براي این باید یک راه ره بيافيم، که ازان قيمت حقيقي را بدست بيااوریم. براي این کار 

 یک کمي راه  امادگي مووجود است.

 

 تمرینها

 را رسم کنید.  3x²+1گراف تابع 

 سطح  تابع را نشاني کنید.  [1,3]دربین انتروال   

 جمع بالا سطح داده شده را تشکیل کنید.

 جمع پاین سطح را تشکیل کنید. 

 mد اوږدوالي واحد)یوون(په

m 
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 ۱۷۸                                                  شمردن انتيګرال                                 

-------------------------------------------------------------------------------  

 

 Integralcalculation  شمردن انتیګرال

 

 پيشگفتار براي تابع مستوي:

 این مفهوم هندسي انتيګرال هم است.

در سيستم قيمت وضعيه  در شروع گراف یک خط را رسم ميکنيم.  ميخواهيم که سطح 

 وافع باشد. xدر اختيار یا تابعيت  xمحور  را دریابيم، که بين گراف تابع و

 

 

 انتیگرال) معین(  ریمن

 دلته دې یوه ځېره راوړل ) د یوه ډنډ او یا.....(       

 

 فعالیت: 

یک شکل دلخواه هندسي را رسم کنید، که  به ترتیب از سه، پنج و هفت خط محدود  -
 رید. بشما دباشد. سطح این اشکال را به قسم که به ان اشنا هستی

در سیستم قیمت وضعیه یک منحني را رسم کنید و بکوشید، که مساحت سطح را بین     -

 قرار دارد، به طور تقریبي دریابید.  xمنحني و محور 

 یادداشت: انتگرال چیست؟

به معني یکجا کردن است، مثل که یک شخص در یک   Integrationانتیگرال گرفتن 

واص اجتماع بیگانه را به خود میگیرد، یعني این اجتماع خارجي یکجا میشود یعني خ

شخص به این اجتماع زیاد میشود.  درینجا هم این موضوع به همین معني به مطالع پیش 

 میشود، که چه قسم از یک تابع درجه پاین به تابع درجه بالا میرویم.
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   شمردن انتيګرال                         ۱۷۶        

-------------------------------------------------------------------------------  

 تعریف هندسي  انتیگرال  

 تعریف انتیگرال:  -مستوي جهتدار 

و تابع سطحي  که شمردن میشود از  x داشته باشیم، پس دربین محور   fاگر یک تابع   

وي علامه مثبت و مست  xراه انتیگرال صورت میگیرد.  درین مستوي طرف بالا محور 

 علامه منفي دارد.   xطرف پاین  محور 

 تعریف تحلیلي:

تا  a تعریف شده،  پس از   [a,b]داده شده،  که بالاي یک انتروال    fتعریف: یک تابع 

b   از انتیگرال  تابع  به محورx    در بین گرافf    و خطx=a    وx=b   یک مستوي

 جهتدار میفهمیم.

م، که به کلمه انتیگرال توسعه دهیم.  از اندازه کردن سطح میتوانیم درین حصه میخواهی

 به شمردن انتیگرال بیاایم، ازین بابت انتیگرال شمردن عملیه معکوس مشتق میباشد.

داریم. میخواهیم    y = f(x)یک تابع 

مساحتت را بشماریم که دربین گراف این 

axتابع و نقاط  0 وnx  = b   بالاي محور

x    موقعیت دارد طور که( f(x)>0)  

    باشد.

 ( ۱.  ۱څیره ) 

 

پارچه) نا ضروري( برابر  انتروالهاي  nرا به    [a,b]یفه  انتروال ظبراي حل این و

1[ , ]i ix x .تجزیه میکنیم 

iii

nii

xxx

bxxxxxa









1

110 ......
 

. 

1F

)x(fy 

bx n ax 0  1x 11x  11 x

y

x

(c) ketabton.com: The Digital Library



 

 223 سرليک

 ۱۷۱                                               شمردن انتيګرال                                 

-------------------------------------------------------------------------------  

در اینتروال   
1[ , ]i ix x

]1 دلخوا   , ]l i ix x   میکنیم.  نتعی 

,1بین  سطح در   , ( )i ix x x x y f x    .سطح مستطیل پاین موجود است 

( ) ( ). ;.............................(4,1)i l iF x f x   

از تمام سطوح  کوچک قسم مستطیلي بالا،  به طریق جمع تقریبآ تمام سطح مطلوبه  

 بدست مي اید. 

1

( ) ;...............................(4,2)
n

n i i

i

F F f x


     

  یعني ڼازک میشود         a]  این تقرب تاحدي بهتر میشود تا حدي که تقسیم اینتروال

max 0x  n ( ،  تا هر حد که شمار اجزا جمع زیاد شود)   (   .     

چې   [a , b ]داشته باشد،  مرب،ط به این نه که اینتروال   F(  همیشه لیمت  ۲.  ١اگر ) 

]1شده و  طور تقسیم  , ]i i ix x  چي قسم تعین شده، پس  f ( x) در اینتروال [a,b]   قابل

اینتیګرال میباشد.  این حالت،  به طور مثال،  تمام اجزا پارچه ، متمادي و محدود توابع 

y = f ( x)  .میباشد 

 اگر لیمیت :  ۱.  ١تعریف(       

  
1

lim ( ) ( ) ;(max 0),........(4,3)

bn

i i
x

i a

f x f x dx F x




      

 یا مینامیم f ( x)  را  انتیگرال معین  موجود باشد، پس این  [ a , b] در اینتروال

)  F- Riemann   سطح ریمن(. درینجاa  حد پاین انتیگرال وb  حد بالاي انتیگرال

اینتیګرال شدني(( و  x ) Integrand)  f (انتروال انتیگرال و )  [a,b]نامیده میشود و 

x    ( متحول انتیگرالIntegrationsvariable .نامیده میشود ) 
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   شمردن انتيګرال                         ۱۷۵        

-------------------------------------------------------------------------------  

  ین شود.ایتیګریشن  میتواند دلخوا تعین شود)علامه شان دلخوا تع : متحول ۱یاد داشت 

 داریم:   

b

a

b

a

b

a

duufdttfdxxf )()()( 

  f ( x ) >  0 بالا میتواند به حالت کشیده شود،  درجاي که ۱.  ١تعریف    : ۲یاد داشت

سطي منفي   x باشد پس این اینتیګرال معین باز زیر محور  f ( x ) < 0 اگر   .صدق نکند

  .دارد

( در ۲.١)ش   y = f ( x)اگر منحني  

را قطع   xگرال گرفتن محور انتروال انتی

کند پس این فرمول مقابل به سطحي پاین  

1 صدق میکند: 2 3 4...F F F F F    

 

 جمله زیر را داریم:  ۱.  ١متصل تعریف  

]قابل اینتیګرال باشد و   [a , b]  در f ( x ): اگر  ۱. ١جمله , ]c a b  باشد،  پس

 صدق میکند:

                    ( ) ( ) ( )
b c b

a a c

f x dx f x dx f x dx    

  [a,b]  در بیرون اینتروال cکشیده پتوانیم، باید   c براي این که مساوات بالا به قیمتها  

 ) f در یک اینتروال  واقع باشد، که دران تابع )  c  و a,b افتیده نه باشد.  یعني باید نقاط

x   داریم :قابل اینتیګرال باشد. ما تعریف پاین را  

اینتیګرال  قابل [a, b] در یک انتروال محدود  f ( x)  : اگر ۲.  ١پېژند یا تعریف 

      باشد، پس صدق میکند: 

a

b

b

a

dx)x(fdx)x(f 

1F

3F

2F 4F

xa
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همیشه صدق میکند:       ۱.  ١از روي تعریف  

a

a

0dx)x(f 

 تمرینها:

جهت سطح مثبت و منفي را  xگراف توابع زیر را رسم کنید و در بین گراف و محور  

 نشاني کنید: 

 ،     4x³ + 5x² + x + 6الف : 

 ،   x²-4x-+16ب:    

4  پ:  5 ² 2 7x x x   

 

 

 

 تابع اساسي یا اولیه 

 

                              F' ( x ) = f ( x ) 

 

 فعالیت

 چي طور نوسته کرده میتوانیم؟  F ( x )در  مساوات بالا    -
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- F ( x )  نسبت به f ( x )  عکس چي نامیده میشود و برf ( x )   ازF ( x )   چي نامیده

 میشود؟

 در هردو سوال بالا فکر کنید، که  پاین نتیجه شان میباشد: 

 

براي اینکه روابط دربین انتیگرال گرفتن و مشتق گرفتن بدست بیاوریم، کلمه تابع اولیه 

 را قرار زیل تعریف میکنیم: 

 

 :3.2تعریف  

درانجا  F ( x)تعریف باشد. هر یک تابع   I در یک اینتروال باز  y = f ( x) تابع 

، را صدق کند، تابع اساسيF' ( x ) = f ( x ) موجود وقابل مشتق میباشد، که شرایط

 و یا  ساده 

 نامیده میشود. f ( x ) اولیه 

 

 موجود  است: F ( x )نه تنها یک تابع   f ( x)به طور ساده دیده میشود که براي یک تابع 

)(,)(1,)(2وابع به طور مثال ت 2

2

2

1

2

0  xxFxxFxxF به صورت عموم F ( x ) 

= x² + C  که تمام اینها مشتقهاي مساوي ،  f ( x ) = 2x دارد.  

را پیدا میکند،  f ( x)دست اورد ثبوت بالا که کسي چطور  تابع اولیه یک تابع متمادي  

 به طور زیر میباشد:

،  a  Iمتمادي باشد، پس براي تابع  I در یک اینتروال باز   y = f ( x )جمله :


x

a

a dttfxF )()( 

cاست، براي تمام  f ( x )  یک تابع اولیه براي تابع اولیه   I. 
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 شکل زیر را دارامیباشد:  f ( x)  هر تابع اولیه دیگر تابه 

    RC,C)x(F)x(F a  

میباشد.  براي ثبوت این نشان  f ( x)  تابع اولیه   Fa ( x  )جواب : ثبوت میکنیم که

x  I براي Fa ( x)  براي تعریف بالا صدق میکند. مشتق  Fa ( x)که   میدیهیم  و 

x  a    .طور زیر میباشد 

 

'

0

0

0

0

( ) ( )
( ) lim

1
lim ( ) ( )

1
lim ( )

1
lim ( ), ,

a a
a

h

x h x

h
a a

x h

h
a

h

F x h F x
F x

h

f t dt f t dt
h

f t dt
h

h f x x h
h

 













 


 
   

 

 

    

 



    

 این طوري موجود ميباشد( ) از روي ليميت قضيه قيمت وسطي یک  

))()(یت  )از روي متماد xff                            = f(x)     

 

 مستوي و تابع اوليه:

 

 براي تابع سطح پيشگفتار:  

xaxfگراف تابع  1)(   در شروع سيستم

 قيمت  وضعيه  یک خط ترسيم ميکند.

ما ميخواهيم یک تابع را پيدا کنيم، که در 

0xبعيت ، در تا xبين گراف و محور 

 مستوي را نشاني کنيم.

نظر به این که مستوي بدست امده یک 

مثلث است،  پس حل شان به فرمول سطح 

 

    

 

(c) ketabton.com: The Digital Library



 
 سرليک 228 

مثلث 
2

hg
A


 :ساده دریافت ميشود 

براي مسئله ما متحول را قرار زیل تغير 

 ميدیهيم:

01000 )(;;)( xaxfhxgxFA  

2

)(
)( 00

0

xfx
xF


 

)(010به  xaxf   :قرار زیل ميباشد 

2

0
1010

0
22

)( x
axax

xF 


 

 

)(تابع  0xF   سطح دربين گراف و  متحولx 0که در تابعيتx   باشد تشریح ميکند. ما این

 تابع را تابع مستوي ميناميم.

  

 پرابلم  سطح:

 

  

نحنيها در هر مستوي محدود از م

قدمهاي متناهي، که دران فقط یک یک 

خطم محني به بين مياید، تمام 

محدودیتهاي دیگر خطوط مستقيم 

  ميباشد.
هر یک قطعه مستوي) به طور مثال 

( ميتواند در سيستم قيمت A2درینجا 

وضعيه به شکل یک سطح ترسيم 

شود، که  دربين خط منحني و محور 

  افقي قرار دارد.
ف خطوط منحني محدود از  اگر گرا

باشد، پس سوال به  f (x) تابع متمادي 

وجود مياید که ایا یک تابع موجود است 

 F(x0)محور افقي را به  سطح   x0که 

تنظيم کند مثل که در مثال شروع امده 

  بود.

و سطح  Fاگر به این قسم یک تابع

F(x0) که تنظيم  محور افقي x0 موجود

حور افقيباشد، پس باید قيمت م

)( 0 xx   به سطح)( 0 xxF  

 تنظيم شود.  
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 محدود کردن مستوي در مستطيل:

 

 
سطح نشاني شده زیر منحني 

از سطح حقيقي بزرگ 

 ميباشد. 

 
)( 0 xxF  

 سطح واقعي یا حقيقي

 .است

 
سطح نشاني شده زیر منحني   

از سطحه از سطح راستين  

 کوچک ميباشد.

زه مساحت شان از سطح اصلي اگر مستطيلهاي سطح هر قدر کوچک شود، به همان اندا

 از روي  ریاضيات طولي به طور زیل ميتواند فرمول بندي شود: کم ميشود.

xxxfxF  )()( 00 )( 0 xxF  xxfxF  )()( 00 

 این ما را به نامساوات زیر رهنمایي یا تشویق مينماید  

)(
)()(

)(

|:)()()()(

)(|)()()()()(

0
00

0

0000

000000

xxf
x

xFxxF
xf

xxxxfxFxxFxxf

xFxxxfxFxxFxxfxF











 :ميګيریمليميت را   

)()(')(

)()(')(

)(lim
)()(

lim)(lim

000

000

0
0

00

0
0

0

xfxFxf

xfxFxf

xxf
x

xfxxf
xf

xxx













 

')()(پس داریم:  00 xfxF  

 

. 

(c) ketabton.com: The Digital Library



 
 سرليک 230 

   شمردن انتيګرال                        ۱۱۴         

-------------------------------------------------------------------------------  

)0به قيمت منحني تابع    F(x)این به معني، که مشتق سطح   )f x  در جايx0  برابر

 است.

)(ما مينویسيم: 
)(

)(' 0
0

0 xf
dx

xdF
xF   

)(یا   
)(

)(' xf
dx

xdF
xF  

   f(x)را دریابيم، که مشتق تابع محدود  F(x)اگر ما موفق شویم این قسم یک تابع    

 تابع سطحې ميباشد. F(x) ميباشد، پس 

م، پس اینرا مشتق گرفتن ميناميم.  پيداکردن تابع اگر ما یک تابع را  از تابع اوليه جدا کني

 یک مستوي به طور روشن برعکس این عمل ميباشد.  فورمال ميتوان گفت: 

تابع مساحت یک مستوي، که بيافيم، این معني را دارد که یکجا کردن یا انتيگرال را مي 

 شماریم.

يدا شود،  که این را به به مثال تابع یک توان ساده از روي احساس ميتواند یک طریقه پ

 چه قسم انتيگرال ميگيریم. 

 

2133تابع توان :   33)(')( xxxfxxf   

مشتق به معني که: اکسپوننت به یک کوچک ميشودو پوتنڅتابع به پوتنڅ کهنه ضرب 

 ميشود.

انتيګرال گرفتن )زیاد کردن یا مشترک شدن( پب  این معني که: اکسپوننت به یک بلند 

 وتنڅ به اګسپوننت نو تقسيم ميشود..ميشود و تابع پ

 این را همين حالا امتحان ميکنيم:

3122توانتابع: 

12

3
)(3)( xxxFxxf 


   

بدست مي    F(x)از    f(x)ناميده ميشود، زیرا که   f(x)تابع اوليه تابع    F(x)تابع 

 اید.
 باشد.مي  fابع اوليه همان تابع  وت   Gو   Fنشان دهيد، که توابع    -  تمرین: 

xxGxxFd

x

x
xG

x

x
xFc

xxxGxxFb

xxxGxxxFa

sin)(,sin1)()

2

53
)(,

2

1
)()

46)(,)3()()

1)(,4)()

22

33
















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-------------------------------------------------------------------------------  

 

 

 انتيگرال نامعين 

                                   ( )f x d x 

 

 فعاليتونه:

 به چي مفهوم  است.  در شکل بالا    --

ناميدیم و حالا   f(x)را چې   F(x)در بخش گزشته ما   -- xdxfxF به تابع   )()(

 اوليه چي فرق خواهد داشت؟

 است براي تابع اوليه. خواهيم دید، که انتيگرال نامعين یک اسم دیگري

 داده شده را بشناسيم، پس با جمع ګردن یک ثابت  f(x)یک تابع  F(x)اگر  تابع اوليه  

c  سټG  تمام تابع اوليهf(x) ( را بدست ميا اوریمc   .)یک عدد حقيقي دلخوا ميباشد 

و براي   یا انتيگرال کردن هم ميناميم    F(x)را تعين کردن تابع اوليه     f(x)ما تابع 

 این مينویسيم:

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
dF

f x dF x f x dx F x dF x f x dx
dx

       

پس داریم:  xdxfxF )()( 

 گي صدا ميکنيم. داین تا بحال طور نوشتن فورمال بود . حالا این را په زن

 ما تزابع اوليه پيداميکنيم.

 مثال:

 ميباشد.  f(x) = 2xرا یافته شود، که مشتق شان    F(x)تابع اوليه

dxxdxxfxFیل ميباشد: قاعده قرار ز    2)()(  

 ما امتحان ميکنيم: 
2)( xxF    (2)(از بابت که(' xfxxF  

     2)( 2  xxF (2)(از بابت که(' xfxxF  ::به صورت عموم صدق ميکند .

CxxF  ')(2)(از بابت که در هر حالت داریم:  )(2 xfxxF   

هر دو توابع اختلاف در عضو ثابت دارد. مگر همان مشتق دارد، از بابت که به مشتق 

 گرفتن عضو 

 ثابت از بين ميرود. ازین دليل باید به طریق خود تغير دهيم.
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-------------------------------------------------------------------------------  

قاعده )طریقه(: صدق ميکند:   CxFxdxf )()( 

 سټ توابع اوليه: 

نه تنها یک تابع اوليه بلکه تابع زیاد متناهي   f(x)مثال نشان ميدهد، که براي تابع 

 موجود ميباشد، که تنها عدد ثابت شان از یکدیگر فرق دارد.

  

 مثال:

 ميباشد. f(x) = 3x² + 2یافته شود،  که مشتق شان    F(x)ع اوليه   یک تاب

CxxxF  2)( ')(23)(، ازین بابت که  3 2 xfxxF  

سټ تمام توابع اوليه به شکل گروپ منحنيها رسم شود، که فقط در عدد ثابت از یکدیگر 

 فرق دارد.   

 براي این دو مثال پاین گرافها دیده شود.  

CxxF  2)( 

 

CxxxF  2)( 3 

 

 

 تمرین: براي توابع پاین توابع اوليه را دریابيد و نتایج شان از طریق مشتق امتحان کنيد.

Cxxfnxxfm

Nnxxflxxxfkxxfj

xfixxfhxxfg

xxffxxfexxfd

xxfcxxfbxxfa

n











32

2

33

2

22

3

1
)())()

;)()3)()1)()

2)()4)())()

4

1
)()

2

1
)()2)()

)()2)())()

 
 . 
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 شمردن انتیگرال معین

 

  xانتیگرال معین همان انتیگرال ریمن است، که یک مستوي بین گراف تابع و محور 

 میشمارد.

 

 

 انتیگرال معین:

)یک تابع حقیقي باشد،  پس زیر انتیگرال معین   fاگر    )

b

a

f x dx  خوندن: انتیگرا (

f(x)    از حدa  تا حدb  یا انتیگرال بالايf(x)    ازa  تاb  یک مستوي جهتدار  )

 قرار داشته باشد.    fو زیر گرافد   bو  aمیفهمیم در بین  

 فعالیت: 

 چي نامیده میشود؟  f(x)بگویئد که در انتیگرال بالا   --

(c) ketabton.com: The Digital Library



 
 سرليک 234 
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G   در انتروال محدودb <x  <a    تابع اولیهg(x)   میباشد، با( ) ( )

x

a

G x f t dt  پس ،

)()(    صدق میکند: bGdttf

t

a

 

 G(x) = F(x) میباشد، پس صدق میکند: Cیک فرق ثابت  Gو  Fتوابع اولیه اینکه در بین 

+ C. 

 G(b) = F(b) + C براي این بدست میاوریم:   

)اینکه  ) ( ) 0

a

a

G x f t dt    است و G(a)=F(a)+C است، پسC = -F(a)  .داریم 

)()()(به همین طور  G(b) = F(b) – F(a)این به معني که       aFbFdttf

b

a

  

)()()(بعد از تبدیل عوض اسم متحول بدست میاوریم   aFbFdxxf

b

a

      

 بدین ترتیب ما قضیه مشتق و انتیگرال را بدست اوردیم  

 یا  افاده که قضیه اساسي شمردن  مشتق و انتیگرال نامیده میشود:

 

است، پس   fتابع اولیه   Fمتمادي است و    b <x  <aدر انتروال    fتعریف: تابع  

انتیگرال معین میباشد:              

b

a

b

a aFbFxFdxxf ).()()([)( 

وقت زیاد مینویسیم:     F(b) – F(a)براى  b
a

xF  به این قشم است:. )(
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-------------------------------------------------------------------------------  

 

 

 

ما به این شمردن انتیگرال معین پس به انتیگرال اولیه عوض کردیم و دربین مشتق و 

 انتیگرال روابط را قایم ساختیم.

 مثالها: 

                       

)
3

1
3(2)133(

3

2

13(][
3

2

2

3
)

4

11

1

1
)

3

7

3

1

3

8
)

333

1

3

1

3
2

3
3

1

2

1

4

2

4

2

14

2

2

4

2

2

2

1

2

1

3
2






















































 








x
x

dxxdxxc

x

x
dxxdx

x
b

x

x
dxxa

 

 یه هاى زیر راست است:براى انتیگرالهاى معین قض 








b

a

b

a

b

a

b

a

b

a

dxxgdxxfdxxgxf

dxxfkdxxfk

)()()()([

)()(

 

 

 b
a

b

a

xFdxxf )()( 
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مثال:  قیمت انتیگرال معین 
3

1

2dxx .از روى قانون توان یا طاقت تابع را تعیین شود

Cاولیه  یعني  
x

xF 
3

)(
3

 را دریابید.  

 شمردن قیمت انتیگرال مطلوبه: 

3

26

3

1

3

27

3

1

3

3
)1()3(

3

3

1

2

33
3

1

23

1

2


























dxx

CCCCFFC
x

dxx

 

 اساسات تکمیل کننده:

انتگرال گرفتن از بین میرود. ازین بابت میتوانیم  براي  Cثابت   F(b) – F(a)از د لیل  

 .C =0 ت انتیگرال بنویسیم تعین ثاب

قیمت انتیگرال معین   مثال :  
0,5

cos xdx









 .را تعیین نمایید 

 ثبوت:  ما قرار زیل ثبوت میکنیم: 

     101)sin(
2

sinsincos
5.0

5.0

 





 








xdxx 

یادداشت:  ازین بابت که درین حصه تنها قیمت انتیگرال معین خواسته شده و نه مستوي 

 نیست که جاهاي صفر مد نظر گرفته شود.زیر منحني ، پس حتمي 

یادداشت مهم: باید در نظر داشته باشیم که انتیگرال معین یک عدد  است و انتیگرال  

 نامعین یک تابع. 
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 تمرینونه:

 قیمتهاي انتیگرال معین زیر را بشمارید.































0

2

232

1

52

6

2

2

2

3
3

1

4

1

2

4

1

6

1

2

0

0

11

1

1

3

3

0

34
))())1()

)
sin

1
)

cos

1
)

sin)))
1

2()

1
))4)

dx
xx

ndxxxmdxxl

dxxkdx
x

jdx
x

i

dxxfdxeedx
x

d

dx
x

cxdxbdxa

x

e

e











 

 

 از انتیګرال نامعین به انتیګرال معین  

 پیشگفتار 

به بین اورده میتوانیم، پس     F(x)تابع اولیه  f(x)ما دیدیم که چطور براي یک تابع  

جمع کردن در زیاد توابع اولیه موجود است، که فرق شان از یکدیگر فقط  لایتناهي 

 یک ثابت میباشد.

 فعالیت :

)در باره فرق بین   -- )f x dx    و( )

b

a

f x dx   فکر کنید؟ 

)نتیجه    -- )f x dx  و( )

b

a

f x dx   اشد ؟چي میب 
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 این فرق را با اساس یک مثال روشن سازید.   -

 مثال:

)(23داریم: تابع  2  xxf  و سټ توابعو اولیه شانCxxxf  2)( 3 

،،انتیګرال نامعین،،  نامیده   f(x)تعریف:  ست تام توابع اولیه نسبت به یک تابع 

میشود و براي این مینویسیم:   CxFdxxf )()( 

 

 و انتیګرال شمردن میتواند از طریق جمله زیر بدست بیاید.  -روابط بین مشتق

 ردن مشتق میپاشد. جمله)قضیه( :  شمردن انتیګرال معین معکوس شم

 
  )(')(

)(
xfCxF

dx

Cxfd



 

 

تعین شود.  درین پرابم ما تاحال      [ a ; b ]انتروال  مستوي زیرگراف تابع و در بین 

 از علم  بدست اورده  استفاده میکنیم. 

 

 

 

(c) ketabton.com: The Digital Library



 

 239 سرليک

 ۱۱۱                                    شمردن انتيگرال معين                                

-------------------------------------------------------------------------------  

فکر موجودیت یک تابع مستوي ما را به 

 یر رهنمایي میکند: ز  یاد گرفتن

و یک  x0زیر نظر ما  درجاي  f(x)روابط بين یک مستوي کي زیر گراف  یک تابع 

برابر باشد  x0 در جاي  f(x)با قيمت تابع  x0 در جاي  F(x)که مشتق تابع  F'(x)تابع 

  موجود است.

  

 
 

 

پيداکردن سطح در بين حدود انتروال 

[a,b]   از منفي کردن گراف تابع در

 =A یعني  a,A(a)و  b,A(b)جاي  

A(b) – A(a) 

بدست   F= F(b) – F(a)به همين قسم  

 مي اید.

 
 

 ق توابع اوليه ميباشد. تفری  [a,b]مستوي زیر  تابع درانتروال  



b

a

dxxFaFbFA )(:)()( 

این انتيګرال انتيګرال معين  هم ناميده ميشود.  
b

a

dxxF )( 

 

جمله :  به اساس معلومات که تا حال بدست اوردیم، ميتوانيم سطحي را بشماریم که 

 درمثال اول اورده شده.
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-------------------------------------------------------------------------------    

عدد ثابت به تفریق گردن از بين ميرود.  در عمل براي حل این مسئله راه دیگري مفيد 

 دیده شده.

3.133333400200400
1200

1

02000
1200

1
400200400

1200

1

|200
1200

1
200

400

1

3

33

40032

400

0

0





















  xxdxxA

 

 
 

 تمرینونه:  

3 3 2

2

1 1 2

4 4 8

2

3 0 8

, ( 1) , 4

1
, (2 5) , 4

2

x dx x dx dx

dx x dx x dx







 
  

 

  

  
 

 

 

.  استعمال  شمارش اینتيګرال ٥  

 

 

   مساحت مسطوي،  که در بين گراف  ۷.  ۸  f(x) و محور   x قرار دارد.    
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خوانده شد، که  اینتيګرال معين   چهارمدر حصه   

b

a

afbfdxxf )()()( مساحت 

x، و محور y=f(x)را نشان ميدهد،  که از  منحنيA مستوي  در    y =(0) و  خطx=a   

x=b و ۷.  ٤) مقایسه  y=f(x)محدود باشد.  ما ازین پيش رفتيم که)  در داخل انتروال   

xاینتيګرال  طرف بالاي محور  حرکت ميکند، مگر ميتواند که پاین محور هم  حرکت  

 نماید.. 

 

 فعاليت:

محور در بين یک منحني یا خط و دلخواه براي شمردن مستوي  - x و یا در بين دو توابع   

 پيشنهاد  کنيد.

براي شمردن این هم در فکر داشته باشيد، که اگر منحني و یا خط  طرف  پایين محور   -

x قرار داشته باشد.    

یک تابع دلخوا  داده شده باشد، تابع را ترسيم نمایئد و انتيگرال تابع را در نقاط معين  -

xمحور  بشمارید..   

لخوا را بنوسيد، که در داخل یک انتروال به طرف پاین  محور یک تابع د - x ميرود. تابع  

را ترسيم نمایئد و نشان دهيد که تابع کدام علامه دارد؟ رسم تابع را بکشيد و نظر به این 

 که مستوي هميشه مثبت است،  پس به دادن علامه  مطالعه کنيد که چرا؟. 

دي را بنویسيم، پس باید به یاد داسته باشيم، یادداشت: اگر در شمردن مسطوي همان  عد

 که واحد 

مسطوي همراهش ميباشد. ممکن این نوشته نه باشد، مگر  این را هميشه باید در فکر 

 داشته باشيم.

 

 این فعاليتهاي بالا ما را به مثالهاي زیر سوق ميکند:

 

:  مثال  

مساحت مستوي  دربين   4,2,0,1
2

1
21

2  xxyxy  

  باشد) شکل روبرو( قرار ویل مي  
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44

2

2

1 1
( ² 1) ( ³ ) |
2 6

1 1
.64 4 .8 2

6 6

22

3

x dx x x
A

  


   





 

 

 

y=f(x) اگر  سطح حرکت منحني تابع طرف پاین محور  x ميباشد، پس این انتيگرال معين  

منفي ميباشد.  براي این که مساحت مثبت مستوي را بدست بياوریم ، قيمت مطلقه  

 انتيگرال را ميگيریم یعني انتيگرال منفي.

  

 مثال:

گراف   f(x)=x²-3    با محور x  

یک مسطوي را احاطه میکند. در 

xبین گراف و محور  تمام مساحت   

 مستوي را بشمارید.

      طریقه: 

 

براي این که  این مسئله براي ما خوب روشن شده باشد، رسم بالا را ترسیم     - ۱

 میکنیم. 

ا هاي صفر را براي این که حد هاي انتیگرال را بدست اورده بتوانیم، باید ج  - ۲

 دریابیم.

3

30 2





x

x
 

حالا براي  شمردن مساحت مسطوي انتیگرال مربوط را مینویسیم.  – ۱   

1x
2

1
y 2 

y

1

2 4 x

3,21Bild
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0به اساس تناظر اول از  تا    3 انتییگرال میشماریم و نتیجه شان را به   2 ضرب  

 میکنیم، پس داریم:

3 3 3

2 2

0 0 0

( 3) ( ) 3 1 3 3 3 | 2 3 |

2 3 2 3 4 3

x dx x dx dx

A

         

     

    

 

:  ۱.  ۸ مثال   

مساحت مستوي در بين  2,1,0,5
2

1
21

3  xxyxy بشمارید: ) شکل زیر(   

2

3

1

2

3

1

4 2

1

1
| 5) |

2

1
5)

2

1
( 5 ) |

8

105
( 2 10 1/ 8 5)

8

A x dx

x dx

x x







 

  

  

     




 

 

:  ۱. ۸ مثال  

مسطوي از حدود  1x تا    1-= 2x = و   4 2x =4    

نحني ودر بين م y=-x²+2x و   y=0 

طرف بالا و  پاین محور  x )در شکل روبرو    

نشاني شده( را شمرده شود:   

 

 ,y=-x²+2xحل :   تابع  که در بين جا هاي     

صفر  1x =0 و   2x =2 واقع باشد سطح مطلوب بالاي    

محور    x سبب داریم:و باقيمانده پاین واقع است. ازین    

1 1 2

5x
2

1
y 3 

4,21Bild

1

x2xy 2 

3F

2F
1

y

x41

1F
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3

284
23

12
03

10
13

1

)2()2()2(

232323

4

2

2

2

0

2

0

1

2

321






































xxxxxx

dxxxdxxxdxxx

FFFA

 

دربین حدود   1x تا   4x و در بین  منحني   x2xy 2  و   0y  ) بالا و پاین  

محور x ) 

 

تمرینها:    

x ف و محورداده شده  سطح را در بین ګراانتروال  در  -:  .بشمارید    

 

 

 8;0,128)()

5;1,)()

3;2,2)()

2

2







xxxxfc

xxxxxfb

xxxfa

 

 

 

 شمردن مساحت  مستوي که از دو گراف  محدود باشد.
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 اګر یک حوض این قسمي داشته باشیم، فکر کنید که  مساحت شانرا چطور میشماریم؟

 

 فعالیت:

اگر یک حوض مشابه بالا را داشته باشیم، پس حدس بزنید، که مساحت انرا چه قسم 

م؟بشماری  

در بعضي ازسوالات مساحت مستوي شمرده ميشود، که دربين گراف دو  توابع قرار 

 داشته باشد. 

مساحت مستوي این قسمي ميتوتند از  طریق تفاضل انتيگرال معين شمرده شود. اگر 

xهردو گراف بالاى محور  باشد، پس از شيما زیر به پيش ميرویم:    

 
  

A2 A1 A 
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21 AAA   

 مثال :   

مساحت  مستوي را میخواهیم 

بشماریم، که در بین  گراف دو 

  f(x) = x²توابع  

g(x) = -x+2و   محدود    

 باشد: 

طریقه راه حل:  درینجا هم   

یک شکل یا گراف را رسم 

میکنیم، که این حالت را روشن 

 بسازد.

 

 

 

که انتیگرال را بشماریم) شکل بالا را ببینید(، نقاط قاطع گراف را پیدا  براي این  - ۲

 میکنیم.

 

x² = -x+2 

x²+x-2= 0 

P;q  - فرمول  

(1,2)

1

2

1 3

2 2

1

2

x

x

x

  



 
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به طور ساده دیده میشود:  – ۱  

dxxfdxxg

x

x

x

x

 
2

1

2

1

)()(  

 پس  صدق میکند:

2 2 2 3
2

1 1

2 1 ( 2) 1
( 2) 1 6

2 2 3 3

1,5 6 4.5

4,5

A x dx x dx

A

 
   

             
   

      



 

 

xجمله : اگر براى تمام   .０ با    a<x<b داشته باشيم   f(x)>g(x)  به این معنى که ،

حرکت ميکند، پس براى  سطح مستوي  gطرف بالاى   b و aگراف در بين 

 محدود در  انتروال هردو گراف  صدق ميکند.   

 

b

a

dxxgxfA ))()((  

:۵.  ۶ مثال  

f(x) = x² -2x +2ميخواهيم که مساحت مستوي بين گرافهاى توابع  و    

 g(x) = -x²+4x +2 را دریابيم.    

xقيمتهاي  نقاط تقاطع  هردو گراف حدود انتيگرال را تشکيل ميسازد.   

x تعين کردن قيمتهاي وضعيه نقاط تقاطع:    

f(x) = g(x)  x² -2x+2 = -x² +4x + 2 

2x² - 6x =0                   

    1 0x  و    2 3x  حدود ليميټ  اینتېکرال ميباشد.    
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 ساختن یا تشکيل اینتګرال:

33 3

2 3 2

00 0

33 3

2 3 2

00 0

1 1
( ) ( 2 2) 2 27 9 2 3 9 9 6 6

3 3

1 1
( ) ( 4 2) 2 2 27 2 9 2 3

3 3

9 18 6 15

f x dx x x dx x x x

g x dx x x dx x x x

 
               

 

 
                

 

    

 

 

 

ازین سبب که سطح بين دو گراف هميشه مثبت ميباشد، پس باید از قيمت بزرگ به قيمت 

 کوچک کاسته یا کم شود.

9615)()(

3

0

3

0

  dxxfdxxgA  

طوري که ميدانيم، علامه یک مستوي در اختيار این است که ایا مسوي بالاى محور  

افتيده و یا پایين. ما مطالعه ميکنيم، که ایا تاثيرات شان در مثال بالا افتيده یا نه.  ما 

واحد بالاى محور  ۱مستوي به  y طرف پاین ميبریم و سطح را از نو یا از سر  

  ميشماریم.  

  

اگر از چشمدید قضاوت کنيم، پس  تمام دست اورد مساوي خواهد بود.   

x نقاط تقاطع قيمتهاي و با این حدود انتيگرال هم بي تغير ميماند.   

 2( ) 2 1f x x x   و       2( ) 4 1g x x x     

 جا به جا ميکنيم:
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 

3

0

3

0

3

0

))()(()()( dxxgxfdxxgdxxfA  

از  xxxgxf 62)()( 2  مياوریم:بدست    

927189327
3

2
3

3

2
)32(

3

0

23

3

0

22 







  xxdxxxA  

مستوي دربين دو منحني مستوي فزیکي ميباشد،  فلهازا دست اورد شان باید عددد مثبت 

 ميباشد.

 این از طریق قيمت بدست مي اوریم.

9927189327
3

2
3

3

2
)62(

3

0

23

3

0

2 







  xxdxxxA  

 عمومي ساختن این متود:

 مستوي بين  دو گراف:

اگر یک مستوي از یک منحني بالا و یک 

این محدود باشد، که مربوط تابع  منحني پ f(x) و  

باشد، پس  از این مساحت محدود به   g(x)تابع 

 صورت پایين ميشماریم:

  

b

a

dxxgxfA )()(  

aحدود انتيگرال گرفتن   و    b نقاط تقاطع هردو   

xگراف قيمت وضعيه  محور   ميباشد.    

 

 

مساحت مستوي واقع  در بین منحني  1 y=f (x)   

و 2 y=f (x) در حدود زیر از    x=a تا   x=b  

و  1 y=f (x) و 2 y=f (x) قابل انتیگرال و   

)x(fy 1

)x(fy 2

A

y

xba

6,21Bild
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 f1(x)<f2(x) در انتروال   [a,b] به طور به    

دست میاید که مستوي زیر تابع  
2 y=f (x)  

مستوي زیر منحني 
1 y=f (x) تفریق شود.      

 

 dxxfxfA

b

a

  )()( 12  

له دې مستقل که  ٦.  ۱به طور ساده ميتوانيم خود را به این معتمد بسازیم که ش  f1(x) و   

f2(x) در انتروال   [a,b] کدام علامه به خود اختيار ميکند صدق ميکند.   

 

  ح را بشماریم: مثال : ميخواهيم که در بين پارابولهاى زیر سط  

  y=x²-1 او y=-x²+1)   

 حل :  حدود ایتيګرال نقاط تقاطع محور افقي ميباشد یعنې           

x²-1=-x²+1                                                       2x²=2    x²=1                                                                                 

x1=a=1,x2=b=-1  

[  اینتيګرال گرفتن داریم:- 1,  1در انتروال  ] –x²+1>x²-1 

 و په [a,b] ) اگر در اینتروال f2(x)>f1(x)كى ) ۱.۷( در نظر گرفت نه شود،  پس  این   

 اینتيګرال  منفى ميشود  و باز انتيگرال قيمت مطلقه گرفته ميشود. ازین بابت داریم::

 

3/8
1

1
)23/2(

)22(

)1(1

3

1

1

2

1

1

22


















xx

dxx

dxxxA

 

 

 

: ۵.  ۸ مثال  

سطح در بين توابع زیر  (  ۵.  ۱مطابق )ش.   

 شمرده ميشود. 

 y=(x-1)²,y=-4x+4,y=4   

 

1xy 2 

1xy 2 

X

y

1

1

7.21Bild

8.21Bild

4x4y 

2)1x(y 

4y 

y

x0 1

1

3

1A 2A

(c) ketabton.com: The Digital Library



 

 251 سرليک

 حل : 

 این مستوي در بين منحنې که شمرده ميشود،

A1از یکجا شدن دو مستوي  و    A2 بدست مياید   

 

 مستوي  

A1 در بين منحنيها y=4و y=-4x+4  

 قرار دارد.

نقاط تقاطع به  حدود اینتيګرال اول   

xمحور  ميباشد، در بين    y=4 و    y=-4x+4   .  

 

داریم   0x,4x44 1    ، 

 به همين  قسم  نقطه تقاطع اول  راست

قيمت وضعيه ) کواوردینات( در بين  4x4y  و   2)1x(y   : 

  

.1x,21x 33,2    

A2ميبينيم که   در بين   y=-4 و,و y=(x-1)² واقع است، حدود  اینتيګرال x1=1 و  قيمت

 . y=(x-1)²وy=4 وضعيه  اول نقطه تقاطع راست  

 

 مستوي که میخواستیم بدست اورد.:

 
1 1

2

1 2

0 0

31 1

2 2 1 3

0

40 0

4 ( 4 4) 4 ( 1)

1 1
4 ( 2 3) 2 ( 3 ) 7

3 3

A A A x dx x dx

x dx x x dx x x x x

          

         

 

 

 

 

 تمرینونه:

 د لاندې توابعو ترمنځ سطحې و شمېرئ

03x2x,)1x(4x4 22 
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1)1(
9

1
)(;25.0)()10122)(;125.0)()9

5.0)(;3)()82
2

1
)(;36

2

3
)()7

12)(;14)()61)(;4)2()()5

4

21

2

3
)(;

4

9
5)()4375.0)(;)45(75.0)()3

3)(;3
2

5

2

1
)()2104)(;6)()1

2222

2222

222

22

22











xxgxxfxxxgxxxf

xxgxxxfxxxgxxxf

xxxgxxxfxxgxxf

xxgxxxfxxgxxxf

xxgxxxfxxgxxxf

 

 

 حجم اجسام دوراني 

 مختلو اجسامو د حجمونو ليکل:ننوتنه  د څو 

 

 فعاليت:

 حجم  یک مکعب را به صورت عادي بنویسيد. -

 حجم کره،  استوتانه و مخروط را که به ان اشنا هستيد بنویسيد. -

یادداشت: این هميشه در فکر باشد: اگر کدام عدد از شمردن انتيگرال بدست مي اید،  پس 

ر نوشته نه شد، ازان  واحد مطلوبه حجم را این عدد حجم یک جسم را نشان ميدهد.  اگ

 ميفهميم. 

 اجسام دوراني:
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اجسام دوراني در هندسه همان اجسام میباشد، که به محور دوراني از طريق دوران يک 

خط و يا يک منحني  به وجود مي ايد.  خط که منحني به يک مستوي قرار دارد،  محور 

ا قطع نمیکند و يا اکثرآ  ممکن لمس کند، هم به همین مستوي قرار دارد. منحني محور ر

 که مثالهاي عمده شان در پايین خواهیم مطالع کرد.

 

دوران به محور   x   :  

مثل که پیش گفتیم،  حجم هم یک انتیگرال میباشد.  این به قسم به وجود مي اید، که اگر 

xیک تابع به محور  دور بخورد.     

 حجم یک جسم  دوراني 

،  از محور fاز دوران مستوي از گراف تابع  xدوراني که به محور براي حجم یک جسم  

x  و  در بين  هردو خطx = a  وx = b  به وجود مي اید، در انتروال[a,b] .محدود باشد 

 شمردن حجم قرار زیل ميباشد:  



b

a

dxxfV 2))(( 

  yدوران به محور  

 به محور fاز گراف تابع     [a,b] (،  که در انتروال y به دوران یک مستوي) به محور

y  و  دربين هردو خطy = f(a)     وy = f(b)  محدود باشد، باید شکلy = f(x)     به تابع

 معکوس

 x = f 
− 1

(y)     عوض شود شود. این موجود ميباشد،  اگر  متمادي ميباشد و قوي

به پارچها   fکه  هماهنگ یا مونوتون. اگر نه ) مثل شکل بالا( پس شاید ممکن باشد،

پارچه شود، که دران متمادي و حقيقي یکنواخت) مونوتون( باشد. این حجمهاي بدست امده 

 باز تنها شمرده ميشود و باهم جمع ميشود.




))(,)((max

))(,)((min
))(( 21bfaf

bfaf
dyyfV  
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 x = fاگر درینجا
− 1

(y)    عوض کنيم،  پس به محورx   حجم قرار زیل به دست مي

 اوریم:

dxxfx
bfaf

bfaf
dyxV

b

a

)('
))(,)((max

))(,)((min
22    

(    قيمت توابع    min/max پاینترین ) –و درحدود انتيگرال بلندترین   'fقيمت مطلق 

 یک انتيگرال مثبت را تنظيم ميکند.

   x = bو   x = aو هردو خط  f(، که ذریع گراف تابع  yوران مستوي ) به محور دبه 

 محدود باشد، فرمول زیل معتبر است:

 

b

a

dxfxV 2))( 

 

 

 یک مرتبان: حجم

ميخواهيم حجم یک مرتبان را پيداکنيم، 

 ۱٥متر، شعاع شان  ۷که بلندي شان 

سانتيمتر در  ۱٥سانتيمتر  در اواخر و 

      بين شان ميباشد.

 

 °90اگر  مرتبان را به 

،  پس درجه و  دوران دهيم

شکل پارابول مربع را به 

 خود اختيار ميکند.

تابع کنار باید طرف پایين 

پارابول باز باشد، مثل که 

 در این شکل پاین.
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 ته شود.حل:  شکل نوشتن تابع پارابول ميتواند به طور ساده به رآس تابع نوش

 به صورت عموم صدق ميکند:

5.3)5()( 2  xaxf ( dm ه ب قيمت ) 

 

 .  +yبه سوي   3,5ميدهد و  +xکش ګردن رآس به سوي از   5-روشن  طوربه 

ضرور است، که  به طظف زیر بارابول باز به دست   aضریب وسعت  به طرف 

ين را جا به جا کنيم، نيست. اگر در فرمول یک نقطه مع aبياوریم.  حالا فقط ضریب 

 ميباشد.   (0/2,5)شمرده شود. این نقطه   aممکن خواهد بود که 

2 2( ) ( 5) 3.5 (0 5) 3.5f x a x a         

            قرار زیل ميباشد:  aپس 

04.0
25

5.35.2



 

               و مساوات  مکمل ناميده ميشود.   

5.3)5(04.0)( 2  xxf 

 رآس به پورم عمود)نورمال( تبدیل ميکنيم.براي ساده ساختن فرمول نقطه 

5.24.004.0)( 2  xxxf 

           تابع  را مربع سازید
22 )5.24.004.0()(  xxxf 

                 پس است  

25.6204.0032.00016.0)( 232  xxxxxf 

xxx  تابع اوليه
xx

x
x

xf 25.6
3

04.0

4

032.0

5

0016.0
)( 23

23
5

2



  

 براى شمردن حجم انتيگرال معين است :
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167.101

5.62100
3

1
138032

25.6
3

04.0

4

032.0
10

5

0016.0

)25.62032.00016.0()5.24.004.0(

10

0

10

0

2345

10

0

32

10

0

22























 









xxxx

dxxxxdxxx

 

 واحد هاى حجم 

 ازین که ما در شوع به دیسيمتر شمردیم، پس طبعآ این به ليتر شمرده ميشود.. 

liter824.317 

مستوي در بين تابع    y=f(x),y=0,x=a,x=b  

xکه بالاى محور ۰.  ۸دوران ميکند) ش     .) 

  مطلوب در بين امده پيداکردن حجم  جسم

 است که دوران ميکند.

صدق ميکند: جمله پاین  

 

:(  حجم جسم دوراني ۵.  ۸جمله    

تابع   y=f(x)  در انتروال[a,b] متمادي باشد، حجم جسم دوراني که دربين مستویها   

y=f(x),y=0,x=a,x=b به وجود مياید این قرار زیل ميباشد:      

 

b

a

dxxfV
2

)(  

 

V  :حل از راه جمع استوانه ها که شعاع شان   

 ( )if x بلندي شان   ix براى   

  i=1,2,3,...n دارد.    

لارې چى وړانګه یې  f(xi)جګوالى یې ، xi 

  .لپاره لری i=1,2,3,...n د

 5ش:  (    .10  (  

iحجم استوتنه  م ميباشد:-  

  iii xxfV 
2

)(  

)x(f 1

1x

x

y

a b

x

y

)x(fy 

a b
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حمع تمام استوانه هاى   n است:    

 



n

1i

i

2

i

n

1i

in x)x(fVV  

ساختن قیمتهاى حدود  , 0in x  ) مطابق تعریف انتیگرال اولیه(  حجم  

 
b

a

2
dx)x(fV را میدهد.    

 

مثال: حجم مخروط براى خط  
r

y x
h

  

)  با بلندى خط 
r

h
که از مبدآ ميگزرد(   

x (y =0)و محور حدوددر بين   x=0 

تا   x=h)شکل رو برو( . 
  

.hr
3

1

0

h

3

x

h

r
dxx

h

r
V 2

3

2

2h

0

2









    

این نتیجه معلوم میباشد از محاسبه اساسات.    

 

 مثال: 

حجم پارابولوئید دورانى که در بین   3x,0x,0y,x2y  و بالاى محور    x به  

 وجود امده میباشد. ) شکل پاین(

 

 

 

x2y 

y

x

1

1 3
0

 

.9
0

3

2

x
2

xdx2

dxx2V

2

3

0

3

0

2










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r
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     Archimedischer Satzدس   یجمله  ارشیم 

 تناسب بين حجمهاى استوانه،کره و مخروط: 

: Vمخروط  )کره(   : V )استوتنه(   V   = 3 : 2 : 1 

 

1886د  زک یوه درسي کتاب څخه    

 

دس کس اول بود که تناسب بالا را یافت، به این دلیل جمله که یالمانى بالا به دري:ارشیم 

 درین جا امده به نام جمله ارشمیدس یاد میشود.
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:۱۱.  ۰ مثال  

 استوانه:

 

 

استوانه  از دوران تابع ثابت   f(x) = c به محور   x ) درین حالت   f(x) = 3 میباشد(   

 بدست مي اید.

شمردن حجم یک استواتنه:    

[5;0]حالا در انتروال   حجم استوانه را شمرده شود.  فرمول عمومي براى شمردن حجم  

V = πr²·hاستوانه    میباشد.    

ت داریم درین حال  r=3   و h=5 .   براى هر قیمت    x قیمت تابع هم همان است.   

V = πr²·hاز همه اول میخواهیم از  فقط   r²·h زیر مطالعه بگیریم و میخواهیم یک  

طریقه را بیافیم، که ازان طریقه به کومک انتیگرال  حجم مطلوبه را شمرده بتوانیم.  

  مساحت مستوي به کومک انتیگرال شمرده میشود.

         

5

0

5

0

)( dxxfrdx  
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اگر انتیگرال این مستطیلهاى کوچک لایتناهي را بسازیم )مساحت مربع   f(x) به  

dx ضخامت که به طرف صفر برود (، پس بدست مي اید:    

     

5

0

2
5

0

)( dxxfrdx  

این به معني است که انتیگرال چیزي دیگرى نیست به غیر که از فرمول بالاي حجم  

توانه شمرده شود. اگر این را از  اول ضرب نمایم، پس به دست مي اید:اس  

           

5

0

22 )( dxxfhr   

حجم شمردن  این استوانه داده شده:   

        

5

0

5

0

5

0

5

0

5

0

2
45045)(9)(  xdxxf  

ى مقایسه: ابر    452 hr  
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 کره )غونډارى(:

 

 

 

 حجم کره را بیدون انتیګرال بنویسید.

استوانه را بنویسید.حجم   

حچم مخروط را بنویسید. -  

هر سی حجمها را با هم مقایسه کنید. -  

از دوران تابع  22)( xrxf  به محور   x کره به وجود مي اید.    

این تابع میتواند به پارچه هاي دایروي پارچه شود، تابع  قطعه کننده افقي 

q(x) = π[f(x) ² میتواند حجم شمرده شود.   میباشد. ازین پارچه ها    

از صفر تا صفر  از  دوران تابع   xدرین مثال حجم شمرده شود، که بالاي محور 
221)( xxf   [1;1-]به وجود مياید، یعنى در انتروال   . 

  
3

4

3

2

3

2

3

1
)( 32

1

1






















xxdxxf 

 

Kegel (Geometrie)   مخروط    
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این هم ممکن است، که یک مخروط را  به     

   nیک اهرام که از یک سطح اساسي که از 

 

به لایتناهي   nزاویه منظم محدود شده باشد)

 میرود( نزدیک کنیم. 

 حجم مخروط:

براي شمردن حجم مخروط مستقيم  

به کومک انتيگرال یک راه دیگرى 

 کومکي ميباشد.  

م قيمت وضعيه به کار انداخته ميشود، که به زریعه رآس مخروط در شروع یک سيست

واقع باشد. حالا ممکن است،  که مخروط را در  (h|0)و نقطه مرکزي در نقطه   (0|0)

فکر بگيریم که از  یکجا شدن استوانه هاى کو چک لایتناهي به وجود امده باشد، که بلندي 

 ميباشد. dx) ضخامت( شان 

که فاصله پارچه هاي دایروي استوانه این قسم از رآس مخروط در سيستم قيمت  ازین بابت

داده شده، از جمله شعاع) در افغانستان به نام جمه تالس یاد ميشود ( صدق   xوضعيه به 

 ميکند. 

 شعاع یک استوانه لایتناهي کوچک:

x
h

r
hzr )( 

 حجم استوانه لایتناهي کوچک:

dxx
h

r
dxx

h

r 2

2

2
2)(    

حجم تمام استوانه هاي کوچک این قسمي حجم تمام مخروط دوراني ميباشد. براي شمردن 

 : h و0شان انتيگرال معين به کار ميبریم، با حدود انتيگرال 
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2

3

2
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































 












 

 ما ازین به فرمول مشهور ) که داشتيم( ميایم:

hr
hr

V 


 
 2

2

3

1

3
 

xدوران یک مخروط به محور  دوران یک تابع خطي     f(x) = mx ) به طور مثال   f(x) 

= 0,5x ( میباشد.    

شمردن مخروط   

، مستطیل المکعپ( را شمرده نمیتوانیم.  درینجا چیزي  –درینجا  اول حجم کوادر )مربع 

 dxکه زیر گراف میباشد په پارچه هاي کوچک پارچه کردن است که ضخامت شان 

ا بشمارید، که شعاع میباشد. مساحت این  پارچه ها ر f(x) دارد، به اسم تابع تقاطع افقي و  

انتیگرال شان را بگیرید.      [5;0]بعدآ در انتروال داده شده   

  72.32
12

1
)(

5

0

3

5

0

2 







 xdxxf   

 براي مقایسه کردن  شکل حجم معياري)ستاندارد(  مخروط دیده شود. 

     72.32
3

1 2 hr 

 کوتاه :   
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حور    اگر يک منحني به م  x يا   y دوران داده شودو حجم که بدست مي ايد، که ما اين   

xجسم را به پارچه هاي کوچک يا زون پارچه میکنیم، به ضخامت  و به همین قسم  

y و اين را به طور نزديک مشابه به استوانه ها تبديل میکنیم ، پس به طور نزديک،  

ست مي ايد:مثل که در باره حجم پیش گفته شد، شکل زير  را بد  

xدوران به محور     : 
2

1

2

x

x

x dxyV    

y: دوران به محور  
2

1

2

y

y

y dxxV   

 مثال:

در انتروال     y = x²/4گراف تابع  به محورهاي قیمت وضعیه دور میخورد.    [2 ,0]

 این جسم که ذریع دوران به وجود امده چي قدر است؟

xدورا به محور       : y² = x4/16, x1 = 0, x2 = 2 

 4.0
16

2

0

4

  dx
x

Vx  

 y :x² = 4y, y1 = 0, y2 = 1دوران به محور 

 24

1

0

  dyyVy  

 حجم جسم نادوراني. 

 Quader )جسم شش ضلعي(یا مربع المکعب -مستطيل 
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این شکل که دیده ميشود از استوانه براي ما معلوم است فقط حالا دوران نميخورد. حجم 

  dxو یا  به مربع ضخامت  (V = r²h)د به حيث مستطيلالکعب شمرده شود شان ميتوان

،که به طرف صفر ميرود، پارچه شود.  براي این  سطح قاطع افقي شمرده شود، یعني 

جور شود. بعدآ انتيگرال شان باید گرفته شود. این به صورت عموم  q(x)تابع  قاطع افقي 

 معني زیر را دارد: 


b

a

dxxqV )( 

 q(x)ميباشد:  ) د ژۍ، غاړه، بغلي(درین مثال  که تصادفآ   تابع قاطع افقي  مربع  تابع  

= [f(x)]² 

 به تابع قاطع افقي انتيگرال نمایم،  پس باید   5تا 0در انتروال از    f(x) = 3اگر ما تابع 

   V = r²h = 45   :بدست بياید. ما داریم  459)( 5

0

5

0

 xdxxq 

 

 مهم فصلنقاط 

اگر  سطح حرکت منحني تابع   y=f(x) طرف پاین محور  x ميباشد، پس این انتيگرال  

معين منفي ميباشد.  براي این که مساحت مثبت مستوي را بدست بياوریم ، قيمت مطلقه  

 انتيگرال را ميگيریم یعني انتيگرال منفي.

توابع قرار   در بعضي ازسوالات مساحت مستوي شمرده ميشود، که دربين گراف دو

 داشته باشد. 
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مساحت مستوي این قسمي ميتوتند از  طریق تفاضل انتيگرال معين شمرده شود. اگر 

xهردو گراف بالاى محور  باشد، پس از شيما زیر به پيش ميرویم:    

 
  

A2 A1 A 

                                        21 AAA   

 

 

 استوانه،کره و مخروط: تناسب بين حجمهاى

: Vمخروط  )کره(   : V )استوتنه(   V   = 3 : 2 : 1 

xدوران یک مخروط به محور  دوران یک تابع خطي     f(x) = mx ) به طور مثال   f(x) 

= 0,5x ( میباشد.    

xاگر يک منحني به محور     يا   y دوران داده شودو حجم که بدست مي ايد، که ما اين   

ي کوچک يا زون پارچه میکنیم، به ضخامت جسم را به پارچه ها x و به همین قسم  

y و اين را به طور نزديک مشابه به استوانه ها تبديل میکنیم ، پس به طور نزديک،  

 مثل که در باره حجم پیش گفته شد، شکل زير  را بدست مي ايد:

xدوران به محور     : 
2

1

2

x

x

x dxyV    
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y: دوران به محور  
2

1

2

y

y

y dxxV   

از دوران تابع  22)( xrxf  به محور   x کره به وجود مي اید.    

این تابع میتواند به پارچه هاي دایروي پارچه شود، تابع  قطعه کننده افقي 

q(x) = π[f(x) ² میباشد. ازین پارچه ها  میتواند حجم شمرده شود.     

 

 ات:  تمرین

 و تابع معکوس شان را بشمارید.   y = f(x) = x²سطح دربين    -۷

مساحت همان مستوي را بشمارید،  که از مساوات منحني هاي داده شده محدود باشد:  -۲

:
6

5
x,

2
x,0y,xcosy)e

0y,xcosy)d

:3x,3x,9x0y,
x

1
y)c

:]2x,2x,0y,x
2

1
y)b

:2x,2x,0y,ey)a

2

3

x5,0















 

:53,7)

:2,1,0,7)

:2,2,0,1
4

)

:4,2,0,
1

)

233

3

2
2










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
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:
4

8
,

4
)

:8,1,13)

sin,cos)

:1033,
1

)

:43,
2

1
3)

2

2

4

x
y

x
yn

xyxym

xyxyl

xy
x

yk

xyxyj












 

:3,0,0,
6

1
)

:,)

3

22





xxyxyp

yxxyo

 

  

گراف هاي توابع زیر هریک شان به محور   -۱  x خورد. حجمهاي اجسام به دوران می 

 وجود امده را بشمارید. 

   21
) ( ) 2 , | 0;4 ) ( ) ( 2) 1 , | 2;4

2
a f x x b f x x       

گراف هاي توابع زیر هریک شان به محور   - - ١  x دوران میخورد. حجمهاي اجسام  

 به وجود امده را بشمارید و به شمردن ساده انرا مقایسه کنید.

   5;1|,
2

1

2

1
)()3;0|,5)()  xxfbxxfa  

محور  گراف هاي توابع زیر هریک شان به  -٢ y  دوران میخورد. حجمهاي اجسام به

 وجود امده را بشمارید.

]3;1[1,)2()()]4;0[1,)() 2  xxfbxxfa  

 

گراف هاي توابع زیر هریک شان به محور   -٦ y  دوران میخورد. حجمهاي اجسام به

 وجود امده را بشمارید. حجمهاي اجسام به وجود امده را به طور ساده بشمارید.
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]4;0[1,2
2

1
)()]4;1[1,1)()  xxfbxxfa  

ور سیومتري  دوران پارابول یک جسم به وجود میاید. ثبوت کنید که به مح hrv  2

2


 

 حجم دارد.

      hrv  2

2


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H.K. Kaiser , M. Shinwari : Aproximation compact pological algebra : 

contributions to general algebra 6 ; Page 117 – 122 

1987 Vienna (Austria): 

 دویم:

Interpolation und Aproximation durch Polynime in Universalen  Algebren .  Diss . 

Uni. Wien  

Interpolation and Aproximation by Polynome in universal   Algebras,  Dissertation 

at the University of Vienna/Austria 

 

توري ودې ټولنه،،له لرپوهنې پښتوټول کتابونه  په المان کې د ،، افغانستان کیلاندې د شم

 خوا  چاپ شوي دي

2000 Bonn (Germany): 

نري، فزیک  او اقتصاد جره د انیرپوهنې برسیرپوهنې ستر کتاب :  د شمید شم   دریم:

مخونو کې چاپ  ۵۱۱کوونکو لپاره ) دا کتاب    په  لپاره ، همداسې  د ښوونکو او زده

 (ځنو ځایونو غزېدلې او ځنې ځایونه ترې لرې شوي دياو دا نوې لیکنه به یې  

 

2003 Bonn (Germany): 

او کټې د کټې  –ګټې  رنه، دیزرو کې شم ،، په سلو ) هندسه(چپوهنهځمککڅلورم:   

 کوي رنه  ، د اختمالوالي شمېرنه  کتاب  د ښوونځي ټولې اړټیاوې پورهیشم

2003 Bonn (Germany): 

 الجبرونه ) د الجبر بنسټونه دي(پنځم:    

2003 Bonn (Germany): 

 پښتو ډکشنري. –رپوهنې   انګرېزي ید شمشپږم:  
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003 Bonn (Germany):2 

 او پښتو الماني ډکشنري -رپوهنې الماني ـ پښتوید شماووم: 

Mathematical dictionary German/ Pashto and Pashto/German 

2003 Bonn (Germany): 

 شوی( دۍ، ساده لیکل    دفرنڅیال برابرون  ) دا کتاب په دې څانګه کې یو پیل اتم:  

Differential equation Translation; An Introduction 

Bonn (Germany): 2003  

 ر پوهنې فرمولونو ټولګهید شمنهم: 

Mathematical  Formulas 

2003 Bonn (Germany): 

 رپوهنه له عربي په پښتویشم لسم:  

 

Bonn (Germany): 1997 

 د افغانستان په هکله سپینې خبرې:  په     المان  کېیوولسم: 

 ن روغې او بیا ابادولو ټولنه،، له خو،،د افغانستا     

،،د افغانستان روغې او بیا د  کال دمخه ډاکتر ماخان شینواري ۲۱۱۱یادونه:    له .

  له خوا درې ساسي مجلې هم را وستلي. ابادولو ټولنه،،

 

 د ډاکتر ماخان ،،میږي،، شینواري لیکنې او ژباړې چې په چاپیدو یې پیل کیږي

2012  Bonn; Germany; Kabul Afghanistan 
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 ژباړې:

 Prof. Brinkmann. (From Brinkmann.du.de)    : 

 لاندې د برینکمن لیکنې چې له پرینکمن ن ج څخه ژباړل شوي دي.

 شمیرپوهنه د ښوونځي لپاره   لومړی ټوک      - ۱

 شمیرپوهنه د ښوونځي لپاره      دویم ټوک – ۲

 م ټوکشمیرپوهنه د ښوونځي لپاره      دری – ۱

 د ښوونځي لپاره                د احتمالوالي شمیرنه - ۰

 احصایه یا ستاتیستیک            دښوونځي لپاره – ۰

 

لاندې کتابونه د شتوتګارت د پوهنتون د استادانو د لکچرونو څخه چې د شتوتګارت 

 پوهنتون ن ج څخه خپاره شوي را ژباړل شوي.

  ۱انالیزی     – ۱

 ۲انالیزې    – ۲

 کرښیز الجبر  – ۱

 د شمیرپوهنې بنسټونه     - ۵

 د فرمولونو ټولګه  - ۱۱

 فنکشنل انالیز – ۱۱

 وکتور شمیرنه  – ۱۲

 

 نورې ژباړې
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 څخه:کرښیز الجبر .grundstudium.info/linearealgebra/wwwله  – ۱۱  

۱۰ –   Georg Gutenbrunner  ګڼونپوهنه یا د اعدادو تیوري 

 

 زما لیکنې 

(Germany):Bonn  

رپوهنې ید شمدا کتاب :  د پوره تغیراتو سره دویم چاپ  رپوهنې ستر کتابید شم - ۱۰

  ره د یبرسبرخې 

پوره  نري، فزیک  او اقتصاد لپاره ، همداسې  د ښوونکو او زدهکوونکو لپارهجان        

 ګټور دی. په 

  کتاب کې د اړتیا سره زیاتونه او کونه راغلې        

 ککچپوهنه  ) هندسه(  دویم چاپ د پوره تغیراتو سره ځم - ۱۱

 الجبر بنسټونه دویم چاپ له تغیراتو سره – ۱۲

 ډېرۍ پوهنه یا سټ تیوري  - ۱۱

 د شمیرپوهنې سم اند ) منطق ریاضي( – ۱۵

 د یو څو شمیرپوهانو ژوندلیک  - ۲۱

 د شمیر پوهنې ګډې وډې لیکنې – ۲۱

یې متآسفانه راڅخه نابلد شوی: د مشتق او انتیګرال داهم ژباړه ده، خو لیکونکی    -۲۲

 شمیرنو ته  تمرینونه او اوبیونې یا حلونه یې

 د شمیرپوهنې انګریزې پښتو او عربي + درې ډکشنري  – ۲۱

 د شمیرپوهنې پښتو انګرېزي ډکشنري – ۲۰

 د شمیرپوهنې پښتو ډکشنري د شمیرپوهنیزو وییونو په پښتو روښانه ونه – ۲۰
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زړه له کومې) دا هغه لیکنې دي، چې ځنې یې په نړیول جالونو کې خپرې شوي  د  - ۲۱

 دي.(

 د افغانستان په هکله سپینې خبرې، چې وبه غزیږي. – ۲۲

 

 نوري لیکنې، چې په ژباړه یې پیل شوی، خو لا پوره نه دي

د شتوتکارت پوهنتون لکچرنوټونو څخه ، چې د شتوتګارت پوهنتون ن ج څخه    –

 خپریږي:

 د  ګروپونو تیوري 

 د ښوونځي لپاره فزیک د برینکمن لیکنه -

له پنځم ټولګي  څخه تر اووم ټولګې پورې ژباړل شوی ) دا چې زما دویم مسلک فزیک 

د شمیرپوهنې په -دی، دا لیکنې ژباړم. دا هم د دې لیکوال یوه ډېره ښه لیکنه ده، چې 

ه په کې راغلي او ماته زیات ګټور دلته هم زیات تمرینونه د حل یا اوبیونې سر -څیر

 برېشي( 

 م ټولګي پورې. -۱۲م لګي څخه تر -۲د ښوودځي کتابونه له 

 د دولسم ټولګی  شمیرپ،هنه – ۱

 

 زما لیکونه: 

Dr. Makhan Shinwari                                      ډاکتر ماخان شينواری 

Smakhan1946@gmail.com 

 هوریت جمهور ریس جلاتمآباسلامي حم افغانستان د

 .ته په ډېر درنښت  غني  ډاکتر محمد اشرف 
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له هر څه  د مخه دې بخښنه وي، چې ستاسو ډېر  د ارزښت ډک وخت نيسم، خو دا راته 

 ډېر اړیين بریښي او پرته له تاسو به یې څوک دومره جدي هم ونه نيسي.

وهه له همدې ځایه پيليږي، پوهيږو، چې د پوهنې وزارت  د ولس د پوهنې مغذ جوړوي، پ

نو باید همداسې  ،سم وي.  همداسې نصاب د یوه هيواد د پوهنې مغذ دیباید چې بنسټ یې  

 اړخه په درنه سترګه او غور وکتل شي.ه ورته د هر

زه خبره را لنډوم او د افغانستان د نصاب ستونځو ته په لنډ ډول ګوته نيسم او په همدې 

 و حل ته یې.ډول ستونځوبيو یا د ستونځ

م ټولګي د پښتو او دري کتابونه وليکل او زه ترې المان ته لاړم، قرارداد پای ته – ۷۱ما د 

ورسيد. زما د کتابونو په ځای نور کتابونه چاپ شول، چې ناسم وو. په دې هکله د پوهنې 

وزارت ته زما ليکنه مل ده.  دا کتابونه ما بيا  له سره ترتيب کړل) ليکنې مې یې 

ودلې( او چاپ ته مې چمتو کړل، خو دا مې باور نه کيده، چې دا به بيا بې زما له درل

 شتون چاپ شي. 

 ما د کتابونو د ليکلو لپاره پيسې اخستي او دا ليکنې هم دا دۍ لرم، چې چاپ ته چمتو دي

ما چې دا نور کتابونه وکتل، نو دا مې لازم وګڼله، چې دا کتابونه هم زه له سره وليکم، 

د یې لرم، ځکه چې ما ډېر د شميرپوهنې یا ریاضي کتابونه ليکلي او ژباړلي) نږدې تر موا

کتابونو پورې(. د کتابونو منځپانګه د ښوونځي کتابونو لپاره هم پوره ده، تخنيکي  ۴۹

 کارونه یې باید له یوه مسلکي کس سره سرته ورسول شي. 

 کړي دۍ. اوس مې یې په ليکلو او د ښوونځې لپاره په سمون پيل

زما ليکنې مسلکي ناسمون نه لري،  معياري  او د وخت د غوښتنو سره سمې دي، چې دا 

 زما د اخرنيو اوولس کالو د هڅو په اساس باوري ده.

 زه څه کولی شم؟

، چې زه باور لرمدا چې په دې هکله بل کوم هيوادوال څه نه دي ویلي یا ليکلي،  نو 

  اوښتی. زه دا څه چې ليکم دا په پوره مسئوليت ليکم. چې دې ته مې فکر را یواځنی کس یم

زما د ارمان د پوره کولو لپاره دي او په دې هکله ځان ما چې دا څومره ليکنې کړي، دا   

 د ولس پوروړی بولم.
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او دا کار به په  راته وسپارل شوه، نو د کار ميوه به مې وي ې دندهليکن د  که د دې کتابونو

 توګه سرته ورسوم. نړیوال معيار او ښه

تابونو سره سر خوږولی، چې د هر ځل کنيم کال مې یواځي د ښوونځي له ودا اخر ی

 لوستنې سره یې پوره زوریږم او د هر ځل لوستلو سره یې په ناسمون سر خوږوم.

زه هيله لرم، چې دا وخت راته راکړئ، چې د افغانستان ریاضی معياري کولو کې مرسته 

رسته وکړم بلکه معياري یې کړم. دا کار مې لکه د مخه مې چې ګوته وکړم او نه دا چې م

  کړی.  مه هلورته ونيو

زه کړی شم، چې دا کار د المان څخه هم سرته ورسوم. که ماته دا وخت راکړ شو، نو زه 

 به له حکومت څخه د معاش غوښتنه هم ونه کړم او دا کار زما له خوا ساده کيدونکی دۍ.

لپاره به یو بنسټ کيښوول شي، چې په هغې د راتلونکی وخت  د ښوونځي د ریاضي

 شميرپوهنه یا ریاضي ابادېدی شي. دا بنسټيز مسلک به په نړیواله کچه سم شي.

 .سرته ورساوهپه دې ليکنه زما مسئوليت مې 

 له هر څه د مخه ستاسو له ستونځو مننه

 ستاسو ډاکتر ماخان شينواری

 

ه ځنو برخو د نمونې لپاره لنډه څيړنه شوې، چې د دې ليک د نصاب د کتابونو د ناسمون  پ

 سره مل ده.

 

 

 د پوهنې محترم وزارت ته زما ليکنه هم مل ده. 

 

 زک لومړۍ نیمایي     ۲۱۱۱د                                           ډاکتر ماخان شینواری
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Dr. Makhan Shinwari 

Lansbergerstr.3           

5311- Bonn               

                  Germany                    

smakhan1946@gmail.com 

 

 د افغانستان اسلامي جمهوریت د پوهنې محترم وزیر صاحب ته په ډېر درنښت!

 

 ډېرو درنو!

 غواړم دا لاندې دوه ټکي د تاسو محترم  سره شریک کړم:

ز ک پورې د درسي کتابونو  ۲۱۱۵ز کال څخه تر دسمبر  ۲۱۱۱لومړی: ما له مارچ  

م ټولګې  د شمیر پوهنې یا ریاضي کتابونه مې په پښتو او – ۱۲لیکنه کې ونډه لرله او د 

 درې ولیکل.

م ټولګي  د شمیرپوهنې ) – ۱۲ما دا څه موده  د مخه د پوهنې وزارت په ن ج پاڼه کې د 

 ه شته. ریاضي(کتاب ولوسته، چې ګورم هلته په کې زما د نوم درک هم ن

دویم : د کتاب خوندېونې یا متن ته چې ننوتم، ګورم، چې هغه څه چې ما لیکلي ووهغه یا 

 نه شته او یا تخریب شوي دي. 

ما په ډېر زور  او د زړه خوراک  سره د کتاب لومړۍ برخه یعنې د ،، پولې ارزښت،، 

ه ریا ضي  ده او یا لیمیټ برخه وکتله، چې ګورم، نو دا مې ترې لاس ته راوړه، چې دا ن

نه پښتو او هغه  چا چې دا لیکلې نه دا چې په ریاضي نه پوهیږي په پښتو هم نه 

 پوهیږي. 
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 زما په لیکنو کې نوښت:

دا باید په ګوته کړم، چې زما لیکنه په نړیړال معیار وه، چې منځپانګه یا متن یې طبعآ زه 

 لرم.

 و او بیا په درې ولیکه.لومړي: دا لومړي ځل دی، چې کتاب مې لومړی په پښت

دویم: دا لومړۍ لیکنه وه، چې په لیکنه کې له ایراني کتابونو   ګټه نه وه اخستل شوې او 

 لیکنه  له الماني ادبیاتو  او  داسې څه  له انګرېزي ادبیاتو رانیول شوي وه.

 دریم: زما کتاب معیاري لیکل شوی وو او ترې ښه لیکنې یې شونتیا نه لرله.

  

 دې توګه مې غوښتنه او هیله :په لان

 

 زه باید  پوه شم چې ولې داسې شوي، چې زما نوم  له کتاب څخه وتلي؟  -اول 

که یواځې یوه لیکنه هم په کې زما پاتې وي، نو باید زما نوم په کې وی. دا ماته له ما 

مي کار سره او زما د دوه کاله په دې لار کې د ستونځو ګاللو له امله او نه اخر زما د عل

 سره  هم تیری برېښي؟

پیسې اخستي او لپاره مې  م ټولګي کتاب لیکلو لپاره ماډېرې– ۱۲تاسو پوهیږۍ، چې د 

 یې ښه کار کړی وو، چې لاس ته راوړنه یې باید داسې نه وی.

 

د کتاب دا لیکلې  لومړۍ  او هم داسې سرسري دویمه برخه، چې ما لوستلې، د  -دویم

 ه دي. ښوونځیو لپاره د زغم ن

زما وړاندیز: دا کتابونه باید راټول شي او بیا ولیکل شي، ځکه چې په دې خو لیکونکي 

او د  نه پوهیږي ، نو له دې امله نه ښوونکي پرې پوهیدی شي او نه زده کوونکي

پوهیدلو معقول څه هم نه لري. دې ته ګوته نیسم، چې په دې نورو کتابونوکې به هم ورته 

 یې کتنه اوس د لاسه نه کیږي، ځکه چې .....ستونځې وي، خو زما 
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 د داسې کتابونو لیکل او ښوونځیو ته وېشل د پوهنې وزارت لپاره توهین دی.

 

هرچا لومړی له  زه له دې امله د کوچني اختر وروسته کابل ته درځم او هیله لرم، چې د 

 یو ځل وزارت ته درشم.     ۱۲تاسو سره وګورم. زه به د اګست  په 

 

دونه: ما په دې اخرو څو ورځو کې د کتاب ډېر ځایونه داسې ځغلند وکتل، باور وکړۍ، یا

 چې د هرې موضوع د لوستلو سره زورېدلی یم. 

 له تاسو سره په کابل کې وغږیږم. -که لوي څښتن کول –زه به په دې هکله 

 

 ستونځو مننه  له هر څه د مخه له تاسو ستاسو له

 ستاسو ډاکتر ماخان شینواری

 

 یوه هیله

زه د افغانستان د ټولو ن ج ، نورو پاڼو او رادیو تلویزیونو څخه هیله لرم، چې دا زما 

 لیکنه ګرانو لوستونکو ته وړاندې او په نورو اړونده لیکنو  هم همدا مرسته وکړي.

 

 د ریاضي کتابونو د چاپ مخه ونیول شي

 

 ولې؟
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ته وړاندې کیږي او ګومان مې  په دې نږدې څو میاشتو کې د نصاب کتابونه بیا چاپ

دۍ، چې داسې د معیار سره سم سمون به په کې نه وي راغلۍ، نو له دې امله یې د چاپ 

مخنیوی اړیین او په همدې ډول یې  سمون هم اړین دۍ، چې په لاندې کې یې  ستونځو 

 او  ستونځوبیو ) د ستونځو حل( ته هم ګوته نیسم.

نو ته درناوی لرم او هیله ده، چې دا لیکنه شخصي زه د شمیرپوهنې ټول د نصاب پوها

 وه نه نیسي. 

 

ز ک وروسته د شمیرپوهنې په کتابونو پیل وکړ، چې تراوسه  ۱۵۵۱ما له نږدې    --

مې نږدې څه کم څلوېښت کتابونه لیکلي، چې له جملې یې له شلو ډېر چاپ او نور ناچاپ 

) دې پاڼه کېاوس نه   www.kitabtoon.comغوره یې په   ۱۰دي. د دې کتابونو 

شته( کې خپاره شوي او  همداسې له ما څخه شمیرپوهنې ته ځانګړې شوې پاڼه کې تر 

کتابونو ن ج ته پورته شوي او دا نور به هم په خپل وار ن ج ته پورته شي.  زما  ۲۰

 smakhan.wordpress.comپاڼه  

ې کتابونو ته ځانګړې شوې، دا زما ن ج پاڼه په نا ښکلې ډول یواځې زما د شمیرپوهن

چې زما زیات کتابونه په کې خپاره شوي او نور به هم په کې خواره شي. پاڼه ښکلې نه، 

خو خپله موخه پوره کولی شي او موږ ټولو سره مرسته کولی شي، چې شمیرپوهنه په 

 ګډه سمه او معیاري کړو.

 

 

 ګرانو هیوادوالو!

بې ساری زیانمن کړی او همداسې په افغانستان دې اوږدې جګړې په هر اړخ کې 

 پوهنیز اړخ کې هم. د افغانستان نصاب هم له دې ناخوالو بې برخې نه دۍ پاتې شوی.

لکه څنګه چې پوهنه د هیواد مغذ جوړوي،  همداسې نصاب د پوهنې مغذ دۍ، نو له دې 

 امله زیاته پامرنه هم غواړي.
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نه ولیکل، د قرارداد وخت پوره شو، ما په نصاب کې د دولسم ټولګي پښتو او درې کتابو

 –پیسې مې واخستلې او زه ترې لاړم،  چې متآسفانه له ما لیکلي کتابونه چاپ نه شول 

علت یې دا وو، چې ګران لیکونکي یا لیکونکي وښایي، چې دوي دا کار ښه کوي، نو 

فانه ناسم او په ځای یې متآس  -ولې دا د هیواد دباندې افغانان دې دې کار ته راوبلل شي

ز ک کې پوهنې وزارت ته یو لیک هم  ۲۱۱۲کتابونه چآپ شول. په دې هکله مې په 

 لیږلی وو، چې 

 

ما متآسفانه چې پوره ناوخته دا نور د ښوونځي چاپ کتابونه وکتل او دې نتیجې ته 

 ورسیدم، چې د ریاضي کتابونه باید سم او معیاري چاپ شي او نه دا ناسم بیا چاپ شي.

 ندیز ولې ما په نصاب کې نه دۍ کړي؟دا وړا 

په خواشینۍ سره به ووایم، چې د کار په سر کې مسئولو چې په کار پوه نه وو، بل څوک 

هم کار ته نه پرېږدي او د چا خبره د چا غوږ ته هم نه رسیږي. ما په همغه وخت کې هم 

ایښودلي وو، خو  د ټولو لیکنو لپاره وړاندیزونه لروده او هلته مې ورته چاپ او په میز

 چا نه غوښتل ګټه ترې واخلي او یا یې ترې د ګټې اخستلو توان نه لاره.

 

 

ما ته د هغو د لیکنې متود ښه ونه برېښیده، ځکه چې استادان د دارنګه لیکنو سره بلد نه 

دي، نو له دې امله د پوهنې متن سره له هغې څو واره زیاتې څنګیزې لیکنې کوي، چې 

 موخه ور نه دي.

 

ما چې پتیل، چې د کتابونو د چاپ مخه باید ونیول شي، نو دې ته مې هم چمتووالی باید 

 ښوولی وي، چې د کتابونو معیاري او سم لیکلو امکان هم باید شته وي. 

 

دا امکان شته. ما دا کار سرته رسولی، کتابونه مې ټول داسې خام پوره کړې، چې زیاتو 

 ن هم شته. برخو ته  یې ، څو واره وړاندیزو
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که د کتابونو د چاپ کار  باید ډېر په بیړه وشي، نو دا کار هم کیدونکی دۍ، خو باید څو 

 تخنیکي کسان د مرستې لپاره  چمتو وي. 

 

د چاپ کتابونو په ناسمون مې لیکنه کړې، چې ګران لوستونکي یې په   

smakhan.wordpress.com  ،نو مینه وال کې لوستلی شي او که ن ج ته پورته نه شو

 او په دې هکله لیوال یې د برېښنا پتې له لارې لاس ته راوړی شي..

 ما د هرکتاب څخه لږ ترلږه یوه برخه داسې د نمونې په څیر څیړلې.

د دې لپاره چې د شمیرپوهنې مینه وال ګران لوستونکي په ستونځو وپوهیږي، نو اړیین 

موضوعګانې زما د چاپ او ناچاپه  بولم، چې د ښوونځي کتابونه هم وګوري او اړونده

لیکنو سره  پرتله کړي) کتابونه په پورته ن ج کې شته دۍ، چې ځنې یې راکښته کیدی 

 شي او هم یې هلته ګران لوستونکي لوستلی شي(.

 

زه په دولت کې او له دولت دباندې د ټولو اغیزمنو هیوادوالو څخه هیله کوم، چې په دې 

زموږ د ځوان راتلونکي سره مرسته وکړي او د   ېلار کې له ما او له دې لار

 شمیرپوهنې معیاري کولواو سمون امکانات راته چمتو شي.

 

 زما د کار دوه امکانات شته:

لمړی: دا کار زه کړی شم، چې له المان څخه هم سرته ورسوم او په ښه توګه، په دې 

  -د مرستې له امله د ځوانانو سره  -حالت کې به زه د زحمت په مقابل کې له اجورې 

 تیر شم.

دویم: په افغانستان کې که دا کار سرته ورسیږي، دا به ګټور وي، ځکه چې په افغانستان 

 کې به په ټولو خواوو کاروشي.

 داڅه وروستۍ خبرې ما هم رامخ ته کړې.
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په لاندې کې زما لیکنې  د افغانستان اسلامې جمهوریت جمهورر ریس جلالتمآب اشرف 

وهنې محترم وزارت ته  لیک کې هم لوستلی شۍ او هیله مې ده، چې ویئ غنې او د پ

 لولۍ. 

 ستاسو له ګڼو مشورو به ډېر منندوی یم.

  smakhan1946@gmail.com   زما د برېښنا لیک پته:

 ستاسو ماخان

 

 :ناسمونونو ته کتنه دولسم ټولګي کتابنصاب د د 

 

لومړي: په دولسم ټولګې کې پیل له ترادفونو شوی او په سر کې یې دوه ترادوفونه 

 راوړي او دا یې بیا په یوه ګراف یا کرښه د ښي او کیڼې لورې یوې پولې ته ځغلولي.

 م مخ– ۱د کتاب 

 

 

(c) ketabton.com: The Digital Library



 
 سرليک 284 

 زه پوهیږم، چې دا کار دې درنو لیکوالانو ولې کړی؟ 

 کونکي د درس سره کومه بلدتیا نه لري.له همدې پیله روښانیږي، چې محترم لی  

سره نه برابریږي، لکه ښاغلی لیکوال چي »  ۱په پورته کې دا دوه پرلپسې هیڅکله له ( 

 لیکي.

 پسې یې بیا د پرلپسې یا ردیفونو لپاره بیل بیل ګرافونه  کښلي.

 په پرلپسیو یا ردیفونوکې چې موږ لیمټ راوړو، نو موخه ترې د پرلپسې کونورګنت او

ډیورګنت دي. په پرلپسې کې اړین نه ده، چې د کونورګنت حالت کې دې پرلپسې له 

 دواړو لورو پولې ته لاړ شي، خو داسې پرلپسې شته او هغه یو ترادف دی نه دوه.

دویم: دا لاندې څه چې راغلي، هم کوم درس پورې اړوندوالی نه لري، همداسې څه یې 

لاسې داسې یوې موضوع ته راغلی او بیا د لیکلي. دی د ناسم د ترادف درس څخه سم

ښي او کیڼ لورې لیمیټ ته راځي او که وکتل شي، نو په لیکنو کې کوم توپیر نه شته. 

ده کړې څه نه لیدل کیږي او دا اخره کرښه یې داسې ده، چې په دې موضوع کې زدلته د 

 کومه پوهه هم نه لري.

راوړي، چې د ښۍ او کیڼې لور  که چیرې دا ټیک هم وي، نو ځای یې بې ځایه ځکه

 لیمټونه، چې هلته هم ناسم دې، په اووم مخ کې څیړل) که چیرې څیړنه یې وبولو(

 

په لاندې کې ،، د متحول تقرب،، یعنې څه؟ دا هیڅ مفهوم یا ترې پوهیدنه نه لري. که ... 

ډول  ترادف وي هم باید د ترادف په ډول ولیکل شي او که تابع وي هم باید د تابع په

 ولیکل شي.
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 د   

 

ډول لیکنو سره ګران لیکونکي بلدتیا نه لري او نه داسې څه د مخه راغلي، چې روښانه 

 شوې وي

داسې لیکنې د ښوونځیو لپاره ستونځمنې دي. له دې امله ماهم په خپلو لیکنو کې نه وې 

 .راوړې. ګورو چې د کتاب ناسموونکې هم دا څه ناسم یا بې له تشریح کارولې

 په دې هکله زما لیکنه په لاندې کې شته.

 

دریم: په لاندې تعریف کې د پوهیدلو څه  نه شته او په دې ریاضیکي تعریف خو نه 

پوهیږي، خکه چې په لاندې یې د پوښتنې د حل نتیجه   راوستلې او دا بحث له دې سره 

 په رښتیا کې هیڅ سر او کارنه لري.
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 وول شوي، چې څه شی دی او څه بلل کیږي.نه دې ښ  او   دا سومبولونه 

ښاغلي لیکونکی په اووم مخ کې بیلګه راوړي او بیا دا ښایي، ښي او کیڼې لورې لیمیټ 

 یې شمیري. 

ولیکي،چې هلته فنکشن تعریف نه دی. دی بیا       لپاره    باید  د  

 ل شي، زماپه لیکنو کې شته.په ناسمه توګه  په جدول کې لیکي. دا چې دا باید څنګه ولیک
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قیمت نه شي اخستلی، هلته فنکشن تعریف نه دی، نو له دې امله په  3د xپه پورته کې 

ته ور  3اخستلی شي، هلته  3جدول کې، نه د ښۍ لورې او نه د کیڼې لورې دا ارزښت 

 نږدې کیږي.

 د بیلګې حل یې هم بیا سم نه دۍ کړي، په هغه ورسره بلده لار.

 د کاغي او د زرکې خبره ده.........دا هغه 

 

 د بیلګې د حل نتیجه

ε = δ             

دا د دی بحث سره سر او کار نه لري یعنې دا مو موخه نه ده، نو باید ووایم، چې دروند  

لیکونکي د موضوع څخه بوي هم نه وړي.) بخښنه دې وي، که زما لیکنې داسې لږ 

 توندې برېښي(
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 یدل کیږي هم نه.ه، چې څه ترې پواو بې ځایه مخ ته ځي

 

 

 دې پورته ته په لنډه توګه زما نوره لیکنه او ټیکاوی:

د کتاب په پیل کې راوړل شوې د ترادف یا پرلپسې موضوع باید د یوولسم ټولګې کتاب 

کې پوره څیړل شوې وی، مګر هلته یې یواځې دا نومونه راوړل شوي  او نور لیکونکي 

 له موضوع څخه تیر شوی. -وع اړیین څه راوړي بې له دې، چې د موض –

د دې موعوع څخه موخه د ترادف پولې ته تلنه یا کونورګنت او له پولې اووښتنه یا ناپای 

ته تلنه یا ډیورګنت  او... دي،  چې بې له دې په رښتیا کې د ترادف یا پرلپسې څیړنه 

ورکوي. دا د یوولسم ټوګي د کوم غوره والی یا اهمیت نه لري، یعنې خپله موخه له لاسه 

ترادف درس، نو په رښتیا کې خپل غوره والی او اړیینوالی له لاسه ورکوي. نور 

سموالي او ناسموالي ته یې ګوته نه نسم، همدا بسیا کوي، چې څه په کې نه دي ویل شوي 

 یا لیکل شوي.

 

 م ټولګې کتاب ته:– ۱۲د 

 

به بلدتیا لږ وي، نو تشریح به راڅخه لږ  یادونه: دا چې ګومان کیږي د داسې لیکنو سره

 ډېره شي.

 د ،، پوله ارزښت،، په څیره کې ښوونه
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د  د حقیقي اعدادو )ګڼونو(  ترادف یا پرلپسې  وي، نو عدد     که  

ته  aته کونورګیر کیږي یا   a ل کیږي او پرلپسې دې  ترادف یا پرلپسې  پوله ارزښت بل

کې  له  لپاره په   انتروال   هڅیږي یا نږدې کیږي، که د هر  

یوه اندکس یا پیژند نخښې  اخوا یا وروسته یا پسې  د پرلپسې یا ترادف ټول غړي) دوي 

ډېر غړي له ای پیې حدونه یا جملې بولي، نه پوهیږم ولې؟( د انتروال په دننه کې او فقط 

 انتروال څخه دباندې پراته وي.

 څخه تیریږم( ې) دنورې اوږدې روښانه ونکي شنن

 لنډ پیژند یې: 

لپاره یو طبیعي یا  پوله بلل کیږي، که د ټولو   د ترادف   عدد 

 باور ولري، که  شتون ولري، داسې چې  پیداېښتي عدد 

 وي.

شته، داسې چې له دې ایندکس  ندکس لپاره یو ای  دا پیژند راکوي، چې: د هر 

لرې   څخه په کم واټڼ له  یا پیژندنخښې وروسته د پرلپسې)ترادف( ټول غړې د  

 ته نږدې دي. ته څومره نږدې دی دا نور هم    څخه  چې   پراته دي یعنې له  

 د پولې ارزښت لیکلو لپاره  خپل ځانله سومبول لرو:   د 

 د یوې پرلپسې پوله ارزښت  تعریف   داسې رالنډولی شو:د دې لیکدود سره  سم 

 

 ) لوستل: ایپسیلون( توری ورځنی یا مروج شوی. د داسې لیکنو لپاره د 

 بیلګه:
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 په یوه بیلګه کې یې روښانه کوو:

ته کونورګنت  وښایو، یو د مخه ورکړ شوي    پرلپسې یا ردیف و    د دې لپاره چې د

 لوی وی، نو د ټولو   ټاکو، چې  له   ي عدد یا ګڼته یوه په خوښه طبیع 

 لپاره باور لري:

 

موضوع اوږدولی نه شم، ځکه چې دا یو درس نه دۍ، دا فقط  په موضوع داسې لږ رڼا 

 اچونه ده.

 د فنکشن پوله ارزښت:

 م ټولګي د درس دا هغه اصلي موضوع ده. – ۱۲یادونه: د دې 

 ګه پیژنو یا تعریفوو:د فنکشن پوله ارزښت په لاندې تو

دی او داسې یې  Lته نږدې کیږي،   pلپاره چې   xپوله ارزښت، د  fپیژند: د فنکشن 

 لیکو:   

 لوستل یې هم همداسې دي لکه پورته تعریف

 ریفوو:داسې یې شمیرپوهنیز لیک دود باندې تع

شتون ولري، داسې چې   δ > 0لپاره  یو  ε > 0لري، که د هر  Lپوله ارزښت   fفنکشن 

 هم باور ولري.  f(x)-L| < ε|سره   x-p| < δ|>0لپاه  د    xد هر 

 

 د پورته شمیرپوهنیز یا ریاضیکي فنکشن پوله ارزښت لپاره لاندې څیره
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پورته دوه تعریفونه برابر ارزښته دي یعنې له یوه څخه بل لاس ته راځي او په څټ یا 

 برعکس یعنې لیکو:

دی، ټیک هلته یا هلته  Lته نږدې کیږي،   pو    xپوله ارزښت، چې  fتعریف: د فنکشن 

 < εپه څټ یا برعکس چې د هر  او هلته یا هلته او په څټ، یا له دې لاس ته راځې او 

-f(x)|سره   x-p| < δ|>0لپاه  د    xشتون ولري، داسې چې د هر   δ > 0لپاره  یو  0

L| < ε  .هم باور ولري 

 

 دلته هم په همدومره بسیا کوو، که څه  هم روښانه کیدل نورې شننې ته هم اړتیا لري. 

 

وهنیز یا ریاضیکې ډول لیکنې دې ته دلته په اخر کې بیا ګوته نیسم، چې دا شمیرپ

 ستونځمنې دي او باید ترې تیر شو، د ترادفونو او فنکشنونو لپاره.  

 دا نور پاتې درس هم په همدې ترتیب ګران لیکونکي لیکلی چې زه نور پرې نه غږیږم. 

 دا بسیا کوي، چې کتاب د ښوونځیو څخه راټول شي او له سره ولیکل شي.

 ډېره مننه. -که ومو لوسته –ستاسو له سړې سینې څخه 

 

 ستاسو ډاکتر ماخان شینواری. 
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 د ډاکتر ماخان شينواري چاپ شوې ليکنې:

1988 Vienna (Austria): 

 لومړی:

H.K. Kaiser , M. Shinwari : Aproximation compact pological algebra : contributions to 

general algebra 6 ; Page 117 – 122 

(Austria): 1987 Vienna 

 دویم:

Interpolation und Aproximation durch Polynime in Universalen  Algebren .  Diss . Uni. 

Wien  

Interpolation and Aproximation by Polynome in universal   Algebras,  Dissertation at the 

University of Vienna/Austria 

توري ودې ټولنه،،له لابونه  په المان کې د ،، افغانستان کرپوهنې پښتوټول کتيلاندې د شم

 خوا  چاپ شوي دي

2000 Bonn (Germany): 

نري، فزیک  او اقتصاد جره د انيرپوهنې برسيرپوهنې ستر کتاب :  د شميد شمدریم:   

مخونو کې چاپ او  ۰۹۹کوونکو لپاره ) دا کتاب    په  لپاره ، همداسې  د ښوونکو او زده

 (ځنو ځایونو غزېدلې او ځنې ځایونه ترې لرې شوي ديليکنه به یې   دا نوې

2003 Bonn (Germany): 

رنه  ياو کټې د کټې شم –ګټې  رنه، ديزرو کې شم ،، په سلو ) هندسه(ځمککچپوهنهڅلورم:   

 کوي ، د اختمالوالي شمېرنه  کتاب  د ښوونځي ټولې اړټياوې پوره
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2003 Bonn (Germany): 

 لجبرونه ) د الجبر بنسټونه دي(اپنځم:    

2003 Bonn (Germany): 

 پښتو ډکشنري. –رپوهنې   انګرېزي يد شمشپږم:  

2003 Bonn (Germany): 

 او پښتو الماني ډکشنري -رپوهنې الماني ـ پښتويد شماووم: 

Mathematical dictionary German/ Pashto and Pashto/German 

2003 Bonn (Germany): 

 شوی( دۍ، ساده ليکل    فرنڅيال برابرون  ) دا کتاب په دې څانګه کې یو پيل داتم:  

Differential equation Translation; An Introduction 

Bonn (Germany): 2003  

 ر پوهنې فرمولونو ټولګهيد شمنهم: 

Mathematical  Formulas 

2003 Bonn (Germany): 

 رپوهنه له عربي په پښتويشم لسم:  

Bonn (Germany): 9971 

 د افغانستان په هکله سپينې خبرې:  په     المان  کېیوولسم: 

 ،،د افغانستان روغې او بيا ابادولو ټولنه،، له خو     

،،د افغانستان روغې او بيا ابادولو د  کال دمخه ډاکتر ماخان شينواري ۱۹۹۹یادونه:    له .

  .له خوا درې ساسي مجلې هم را وستلي ټولنه،،
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د ډاکتر ماخان ،،ميږي،، شينواري ليکنې او ژباړې چې په چاپيدو یې پيل کيږي. دا هم 

 چاپ سوي.

2012  Bonn; Germany; Kabul Afghanistan 

 ژباړې:

 Prof. Brinkmann. (From Brinkmann.du.de)    : 

 لاندې د برینکمن ليکنې چې له پرینکمن ن ج څخه ژباړل شوي دي.

 ه د ښوونځي لپاره   لومړی ټوک شميرپوهن     - ۷

 شميرپوهنه د ښوونځي لپاره      دویم ټوک – ۱

 شميرپوهنه د ښوونځي لپاره      دریم ټوک – ۱

 د ښوونځي لپاره                د احتمالوالي شميرنه - ۴

 احصایه یا ستاتيستيک            دښوونځي لپاره – ۸

 

استادانو د لکچرونو څخه چې د شتوتګارت  لاندې کتابونه د شتوتګارت د پوهنتون د

 پوهنتون ن ج څخه خپاره شوي را ژباړل شوي.

  ۷اناليزی     – ۶

 ۱اناليزې    – ۱

 کرښيز الجبر  – ۵

 د شميرپوهنې بنسټونه     - ۰

 د فرمولونو ټولګه  - ۷۹

 فنکشنل اناليز – ۷۷

 وکتور شميرنه  – ۷۱
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 نورې ژباړې

 څخه:کرښيز الجبر .grundstudium.info/linearealgebra/wwwله  – ۷۱  

۷۴ –   Georg Gutenbrunner  ګڼونپوهنه یا د اعدادو تيوري 

 زما ليکنې 

Bonn (Germany): 

رپوهنې يد شمدا کتاب :  د پوره تغيراتو سره دویم چاپ  رپوهنې ستر کتابيد شم - ۷۸

  ره د يبرسبرخې 

پوره ګټور  ونکو او زدهکوونکو لپارهنري، فزیک  او اقتصاد لپاره ، همداسې  د ښوجان

 چاپ شوی                    دی. په    کتاب کې د اړتيا سره زیاتونه او کونه راغلې

 ځمککچپوهنه  ) هندسه(  دویم چاپ د پوره تغيراتو سره  - ۷۶

 الجبر بنسټونه دویم چاپ له تغيراتو سره – ۷۱

 شوی ډېرۍ پوهنه یا سټ تيوري             چاپ  - ۷۵

 د شميرپوهنې سم اند ) منطق ریاضي(              چاپ شوی  – ۷۰

 د یو څو شميرپوهانو ژوندليک  - ۱۹

 د شمير پوهنې ګډې وډې ليکنې – ۱۷

داهم ژباړه ده، خو ليکونکی یې متآسفانه راڅخه نابلد شوی: د مشتق او انتيګرال    -۱۱

 شميرنو ته  تمرینونه او اوبيونې یا حلونه یې

 د شميرپوهنې انګریزې پښتو او عربي + درې ډکشنري  – ۱۱

 د شميرپوهنې پښتو انګرېزي ډکشنري – ۱۴

د شميرپوهنې پښتو ډکشنري د شميرپوهنيزو ویيونو په پښتو روښانه ونه      چاپ  – ۱۸

 شوی
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د زړه له کومې) دا هغه ليکنې دي، چې ځنې یې په نړیول جالونو کې خپرې شوي   - ۱۶

 دي.(

 افغانستان په هکله سپينې خبرې، چې وبه غزیږي.د  – ۱۱

 نوري ليکنې، چې په ژباړه یې پيل شوی، خو لا پوره نه دي

د شتوتکارت پوهنتون لکچرنوټونو څخه ، چې د شتوتګارت پوهنتون ن ج څخه    –

 خپریږي:

 د  ګروپونو تيوري 

 د ښوونځي لپاره فزیک د برینکمن ليکنه -

م ټولګې پورې ژباړل شوی ) دا چې زما دویم مسلک فزیک له پنځم ټولګي  څخه تر اوو

د شميرپوهنې په -دی، دا ليکنې ژباړم. دا هم د دې ليکوال یوه ډېره ښه ليکنه ده، چې 

دلته هم زیات تمرینونه د حل  یا اوبيونې سره په کې راغلي او ماته زیات ګټور  -څير

 برېشي( 

 ورسيدل:دا لاندې د ښوونځي کتابونه دا  اوس پای ته 

 شميرپوهنه د اوم ټولګي له پاره   

 شميرپوهنه د اتم ټولګې له پاره

 شميرپوهنه د نهم ټولګي له پاره

 شميرپوهنه د لسم ټولګي له پاره

 شميرپوهنه د یولسم ټولګي له پاره 

 شميرپوهنه د دولسم ټولګي له پاره 

 ریاضي برای صنف دوازده
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 د ليکوال ژوند ته لنډه کتنه

ه اولني نوم ميږي شينواری د ماخان پ

ارواښادې پستو او ارواښاد نوررحمان زوي 

؟  ه لمریز کې د شينوارو هسکه  ۷۱۱۹په  

 مينه کې دې نړۍ ته سترګې راغړولي.

د هسکې مينې د لومړنې ښوونځي )د لومړنيو 

زده کوونکو څخه ( څخه وروسته د رحمان 

پورې)  ۷۰۶۸تر   ۷۰۸۴بابا ليسه له 

مړي ټولګې پيل او د دویم ښوونځي له لو

 ټولګې څخه ګام او پای(.

 

سپتمبر څخه د اتریش برس، چې هلته  ۷۰۶۶تر سپتبر د کابل طب پوهنځی. له  ۷۰۶۶د 

 یې د شميرپوهنې ډاکتري په پوره ستونځو تر لاسه کړه. 

 د فبروري تر پای د دباندنيو چارو وزارت کې مامور.  ۷۰۵۵ش ک تر  ۷۰۰۵۱د

جون پورې په بن کې د افغانستان جمهوریت سفارت  ۷۰۰۱څخه تر مارچ   ۷۰۵۵د 

 شارژد افير) صفر نه وو(. 

دسمبر پورې  ۱۹۹۰مارچ څخه د   ۱۹۹۵له هغې وروسته  په جرمنې کې سياسي پناه. له 

 د  د ریاضي څانګه کې د پوهنې وزارت  درسي نساب کې دنده.

ه واده شوی، چې د واده خبر کې له لرې د ميرمن ښاپيرۍ سر ۷۰۱۱ماخان ميږي په 

 ورته اتریش ته راغۍ. 

 ز ک کې کوزده کړې وه. ۷۰۶۱ده  د ميرمن ښاپيری سره په 

ز ک دوه بچيان وبخښل،  ۷۰۱۰دوي ته لوي څښتن  په اتریش ویانا  کې د مای په شلم 

چې څانګه او اباسين نوميږي. څانګه په المان کې د پوهنتون علمې همکاره وه او د حقوقو 

 اکتره ده او اباسين ملي اقتصاد او ټولنيزه سایکولوژي لوستلې.ډ
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